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Glava 1l

Algebarski izrazi

1.1 Polinomi-rastavljanje na ¢inioce

a* > =(a—b)(a+b) (1.1)
(a£b)?=0a>+2ab+1? (1.2)
a® +1® = (a+b)(a® F ab + b?) (1.3)
(a+b)® = a®+3a%b + 3ab® £ b° (1.4)
A" £ =(a+b)(a" L Fa" b+ Fab" i 40" (1.5)

gde se u slucaju zbira pretpostavlja da je n neparan prirodan broj.

Specijalno je
A" —1=(@—-1)@" ' +a"2+---+a+1), neN (1.6)
(a+b)"=a"+ <’11> a" b+ <Z> A" 4 (1) (1.7)

ax?* + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2), gde su x;1 i xo nule datog polinoma.
Uopste, ako su x1,x,...,x, nule polinoma

P(x) =apx" + a1x" 14 apx" 2 4o da, qx +a,,  (ag#£0)  (1.8)
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2 1.1. Polinomi—rastavljanje na Cinioce

tadaje

P(x) =ap(x —x1)(x —x2) -+ (x — xy) (1.9)
Ako je P(x) = D(x) - Q(x) + R(x), tada je Q(x) koli¢nik, a R(x) ostatak
deljenja polinoma P(x) polinomom D(x).

Bezuov stav: Ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa (x —a) je R = P(a).
Specijalno, ako je P(a) = 0, tada je P(x) deljivosa (x —a) i
P(x) = (x = a)Q(x).

Hornerova $ema: Neka je P, (x) = apx™ + a1x" 1 + -+ + a,_1x + a,, gde je
ap # 0, dati polinom koji pri deljenju polinomom (x — a) daje koli¢nik
Qu_1(x) =box" 1+ -+ + by_px + b, 1 i ostatak R, tj. neka je

apx" +a1x" b agx+ay, = (box™ -4 by ox+b,_q)(x—a) +R.
Za odredivanje koeficijenata by, by, ...,b,_1 koristimo slede¢u Semu:

ao a1 an—1 an
bp=ay by=a+by - by 1=a, 1+b,1-a R=a,+b, 1-a

Zadaci

1.1 Proveriti da li vazi identitet:

a) (a+b+c)?=a?+b>+ c?+ 2ab+ 2ac + 2bc;
b) (a—b—c)?>=a?+b?+c® — 2ab — 2ac + 2bc.

1.2 Koristedi se grupisanjem ¢lanova, rastaviti na ¢inioce sledece polinome:

a) 3ax —4by — 4ay + 3bx; b) ax?—bx* —bx+ax —a+b;

4 — mnxd +2mx? — 2nx — n + mx.

c) m’x
Rezultat: a) (a+b)(3x —4y); b) (a—0b)(x*—x—1);
o) (mx—n)(mx®+2x+1).
1.3 Koristedi se pravilom za razliku kvadrata, rastaviti na ¢inioce poli-
nome:

a) 1—25x% b) %x2y4 — 2% o) 8lx* —y*.
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Rezultat:  a) (1 —5x)(1+ 5x); b) (3xy? —z)(3xy? +z2);
o) (Bx—y)(Bx+vy)(9x* +y?).

1.4 Sledece polinome rastaviti na ¢inioce koriste¢i se formulom za kvadri-
ranje i kubiranje binoma:

a) 9x?+6x+1; b) 12ab — 9a® — 4b>;

o) a®—12a%b + 48ab® — 64b°; d) x%+ 6x%y + 12xy? + 8y°.
Rezultat: a) (3x+1)% b) —(3a—2b)% c) (a—4b)3 d) (x+2y)3.
1.5 Rastaviti na ¢inioce kvadratne trinome koji nisu kvadrati binoma:

a) x4 5x + 6; b) a* — 2ax — 15x%; ) x? + 3xy — 28>
Rezultat: a) (x +2)(x+3); b) (a—5x)(a+3x); ) (x —4y)(x+7y).
1.6 Koriste¢i se pravilima za razliku i zbir kubova, rastaviti na ¢inioce:

a) 125x3 +§; b) (a+b)3 —a>; c) x° — 64.
Rezultat: a) (5x +2)(25x> —10x +4); b) b(3a® + 3ab + b?);

o) (x—2)(x +2)(x* —2x +4)(x% +2x +4).
1.7 Rastaviti na ¢inioce polinome:
a) a*+4; b) x* +x2y? 4+ y¥; ) ¥ +axt41.
Rezultat: a) (a? —2a+2)(a*+2a+2);
b) (¥ —xy +y) (¥ + xy +%);
) (—x+1)(x?*+x+1)(x%—VBx+1)(x® +3x+1).
1.8 Rastaviti na ¢inioce polinome:
a) x> —3x+2; b) x3+42x2—3; c) x>+ x%+4.
Rezultat: a) (x—1)%(x+2); b) (x—1)(x*+3x+3);
o (x+2)(x>—x+2).
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1.9 Podeliti polinome:

a) (x*+2x2+5x —14): (x +2);
b) (2x* —3x>+3x?> —4x —5): (x — 3);
o) (x*—2x® —4x? +23x —30): (x> + x —6).
Rezultat: a) x*> —2x2+46x—7;
b) 2x3 4 3x% + 12x + 32 i ostatak 91;
c) x> —3x+05.

1.10 Odrediti a i b tako da:

a) polinom (x° + ax? + bx —5) bude deljiv sa x* + x + 1;
b) polinom (x* — 2x3 — 13x? + ax + b) bude deljiv sa x> — 5x + 1.
Rezultat: a) a=0= —4; b) a=-2,b=1.

1.11 Rastaviti na ¢inioce:

a) P(x)=x%+9x* 4 11x — 21;

b) P(x) = x> —x*—21x +45;
c) P(x)=2x*—x>—-9x2 +13x —5;
d) P(x)=2x*—13x>+28x> — 23x + 6.
Rezultat:
a) (x—1)(x+3)(x+7); b) (x —3)%(x+5);
o) (x—1)3Q2x+5); d (x—1)(x—2)(x—3)(2x —1).

1.12 Za koje vrednosti realnih parametara a, b, c je polinom P(x) = x> +
ax? + bx + c deljiv binomima x — 1, x + 2, x — 3?

Rezultat: a = —-2,b=—-5,c=6.

1.13 Odrediti p i g tako da polinom P(x) = x* + px? + gx + 1 bude deljiv
sa x? —3x — 4.

Rezultat: p=g=—1.
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1.14 Neki polinom pri deljenju sa x — 1 daje ostatak 2, a pri deljenju sa
x — 2 daje ostatak 1. Koliki ostatak daje ovaj polinom pri deljenju sa
(x—1)(x—2)?

Rezultat: —x + 3.
1.15 Proveriti da li vazi identitet:
a) (a+b+c)P—a>—b -3 =3(a+b)(a+tc)(b+c);
b) (a—b)3+ (b—-c)P+(c—a)*=3(a—0b)(a—c)(b—c);

) B+ b3+ —3abc=3(a+b+c)((a—b)?+ (b—c)?+ (c —a)?).

1.2 Brojevni, racionalni i iracionalni algebarski izrazi

Skracivanje razlomaka:

A(x)D(x) _ A(x)

B(x)D(x) Bl  5cieP)#0

MnoZenje i deljenje razlomaka:

LN AL D AP
B D B:-D B D B C B-C
Dvojni razlomci:
A
B_A C_A-D
C B'D B-C
D

Osobine stepena: Za proizvoljne x, y i za pozitivne vrednosti a i b vaZe jed-
nakosti:

e a=1; o (a¥)V =a"; o ¥ =1L
o a%q¥ =ag*ty; o (ab)* =a*aY;

at _ x a\x _ a“.
o m=a" o (5)' =1
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Svojstva aritmetickih vrednosti korena: Za bilo koje vrednosti prirodnih bro-
jeva k, n i za ma koje vrednosti nenegativnih brojeva a i b vaZe jednakosti:

o Vab = /a/b; o Ya= ik

o a a’ (b #0); o Va'=uq;

e a<b= {a< b
o ¥/ —a=—"Va.

o (Va)f=Vak;
o V/a= X4

Za proizvoljne realne vrednosti broja a vaZi:

\/ZZE:W:{ a, kadajea>0

—a, kadajea <0
odnosno, opstije: Va2" = |al.

Racionalisanje imenioca: Neka su a i b pozitivni brojevi takvi da je b # a # b?
i n ik proizvoljni prirodni brojevi

bqt\f b¥/a
bta b++a bF.a bB—a
1 1 Va+vbh  a+ Vb
Vi-b Ja-vb Jatvb  a-b
1 1 Va2 F3/ab + V02 Va2 F ab+ Vb2
JatVb Vatb VT Vab+ V0?2 atb

LagranZovi identiteti:

m:\/wmi\/g_m
2 2
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Zadaci

1.16 Izracunati: a) (g — (%)71>_1 : (2_4 . 0,1_4) +274. (%)_2;

2-245.(1)" 32-(3)7
b) Z(Ez) - 2) N E4),1
3-(3 2-(3)
Rezultat: a) 1; b) 9.
. . ((—12)%) 7574 (—4) %
1.17 Izracunati: a) B2 ;
b) 53.(%)—4.(7%)2.
0. (3)
Rezultat: a) —10000; b) 200.
- . 33.73-5.25:101 (45:3+43,75)- % .
1.18 Izracunati: a) it : g b) 1,7:~——-—2*5,;
(23 -1:3)13-32 5

(7355 )15+ (159 13f0)g
(3:04+24,15:23-102) &
1

;o &L

<)

Rezultat: a) 0; b)

1.19 Nadi broj ¢ijih je 7,5% jednako vrednosti izraza

(8% —6/7) 15,

2 7
(8 — 200 : 1§
Rezultat: 200.
1.20 Izracunati:
1 1
4 3.3 2. 3\2.1] 3.
a) [(5) + 3 5] ; b) [(—1,4—5) -z} ;
C) (%)—0,75 + 810,25 o 871% T (0,65)0 - (1%)—1,
b ) TS AW (e
Y pny sy (e ) o
Rezultat: a) +; b) 3; o 11, d) &
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1.21 Izracunati vrednost izraza:

( 1 1 6b )hb(2a+b)

a—3b_a+3b+a2—9b2 " a2 —9p2

zaa=0,0031b=>5,994.
Rezultat: 2.

1.22 Proveriti da li vaZi identitet:

2x2 —2x +1 X
+

1
1= 1).
x2 —x ey x’ (x#0,1)

1.23 Proveriti da li vaZi identitet:
8 a® + 4 1 1 a—2
1‘754[(1‘ I >-<a‘z>} =5 @70%2)

1.24 Proveriti da li vaZi identitet:

1 a®+a 1 a 4a
- : = =— 0 (a#+l
a2+2a+1 a3-1 (az—a 1—a2> a*t —2a2+1 (a7 +1)

1.25 Proveriti da li vaZzi identitet:

2ab b 2a—3b b 3
(4112 —o 3=z 1T 2a+3b> “w—a 7T
1.26 Racionalisati imenioce sledeéih razlomaka:
6 . 2 . 1. 12
a) V3’ b) 53’ c) 35 d) 1 V5
&) o ) ———.
Va+V6+79 V2+3
Rezultat: a) 2v/3; b) —@; Q) ?;
d) 2(v/121 — v/55 + v/25) e) V32

) VV2+V3(V3—v2)(4+2vV9+3V3).
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1.27 Dokazati da je:

\3/20+14\f2+ \3/20—14\6:4.

1.28 Izracunati vrednost izraza:

3x +2/x xy/x Vx 2+3y/x
(4—9x 2+3\/§_2—3\/§)' NS

=2
zax=j3.

Rezultat: %

1.29 Uprostiti izraz:

v1+x 1—x — 1
<\/1+x—\/1—x+\/1—x2+x—1>( N> _x>'

Rezultat: —1.

1.30 Izracunati vrednost izraza:

3 3 1 1\ —2
az — b2 1 a: — b2
A_<a%_b%+(ab)2>(a—b) .

zaa=27ib=2_8.
Rezultat: 1.

1.3 Neke nejednakosti sa algebarskim izrazima
Zadaci

1.31 Dokazati da za pozitivne a i b vaZi:

2ab a+b a2 + b?
<+ab < < .
AL A
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1.32 Dokazati da za pozitivne a i b vaZi:
2 2
Q) - VaBz VA -2 b R ot

a4 _ atb /o _ 2ab
<) V 2 7 = Vvab— .

1.33 Dokazati da za pozitivne brojeve a i b vaZe nejednakosti:
a) §+2>2; b) a+1i>2

Utvrditi kada vaZi znak jednakosti.
1.34 Akoje ab <0, dokazati § + g < 2.

1.35 Dokazati da za pozitivne brojeve a, b i c vaZe nejednakosti:

a) a?+b>4c*>ab+bc+ca; b) a® + b3 43 > 3abc.



Glava 2

Linearne funkcije, jednacine i
nejednadine

Jednacina (sa jednom nepoznatom x) koja je ekvivalentna jednacini oblika
a-x+b=0, (2.1)

gde su a i b dati realni brojevi, naziva se linearna jednacina. Ako je a #
0, jednacina (2.1) ima jedinstveno reSenje x = —%. Akojea=01ib#0,
jednacina (2.1) nema reSenja, dok u slucaju daje a = 0i b = 0 svaki realan
broj x je njeno resenje.

Nejednacina oblika
a-x+b>0, a,beR, (2.2)

za a > 0 je zadovoljena za svaki realan broj x takav da je x > —%, azaa<0
je zadovoljena za svaki realan broj x takav da je x < —g. U slucaju da je
a=01b > 0 jednacina (2.2) je zadovoljena za svaki realan broj x, dok u
slucaju da je a = 01 b < 0 nema reSenja.

Funkcijay =ax +1b, (a,b € R) jeste linearna funkcija. Grafik linearne funkcije
je prava. Tatka A(0,b) je tacka preseka prave (grafika linearne funkcije) i
Oy-ose. U slucaju da je a # 0 tacka B(—%,O) je njen presek sa Ox-osom.
Za a > 0 prava-grafik zaklapa o$tar ugao sa pozitivnim smerom Ox-ose,
zaa =0 (y = b) prava-grafik je paralelna sa Ox-osom, dok za a < 0 prava-
grafik zaklapa tup ugao sa pozitivnim smerom Ox-ose.

11



12
Jednacinom y = ax + b nisu obuhvacene samo prave koje su paralelne Oy-

osi (ije su jednacine x = xp)

y
y=>b
y=ax+b A(0,b)
AQ,b) / B(-b/a,0) X x
/ a>0 a=0 a<0
Zadaci
2.1 Resiti sledeée jednacine:
a) 5(x —1)—4(x—3) =-20;
10x — 2(25 —3x) —3=8(2x — 6) — 5;
C) (5x =1)2-52x+4)(2x —4) =1+5(x — 1)
Rezultat: a) x = —27; b) xeR; c) nemoguca.
2.2 Rediti jednacine:
2(x+3) _ 3x  2(x—7),
3 7

b) 143 — =52 =3

) 1- 22 -
0 By rflo i otpy
Rezultat: a) x =13; b) x=7; ¢ x=1
2.3 Resiti jednacinu:
1_6%%—9(—%_3%—3
2 2

Rezultat: x = 3.

Rezultat: x =3
1+3x

i - 12 _ 1-3x
2.5 Resiti jednatinu ;=55 = 1737 + 321
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Rezultat: x = —1.

3x—1 _ 2x+5 4
x— + 1

2.6 Resiti jednacinu == 3 T iax3 it

Rezultat: Nema reSenja.

2.7 Resiti sledece jednacine, vode¢i racuna o definiciji apsolutne vred-
nosti:

a) |x|+1=5 b) 2lx|—1=|x|+7;
c) |5x —2|+x=10; d) |x]—x=0.
Rezultat: a) x = +4; b) x==8§; ) x=+2; d) x>0.

2.8 Resiti sledece jednacine, vode¢i ra¢una o definiciji apsolutne vred-
nosti:

a) |x+1|=|x—1]=0; b) |x —4|—|2x+3|=2;
¢ |[1—x|—|x—2|=|x-3|

Rezultat: a) x=0; b) x:—Silix:—%; ¢ x=2ilix=4.

2.9 Resiti nejednacine:

a) 2x—4<0; b) —3x+9>0; c) 2225
Rezultat: a) x <2; b) x<3; o) x> ¥
2.10 Resiti nejednacine:

a) (x—2)(x+3)+ (x+4)2>2x(x+4) +x;

b) 2 b <4 28 o6

2 2
Rezultat: a) x € R; b) xeR.

2.11 Resiti nejednacine:

1 -2 2 2x—6. -1 8— 3x—2
a) 3x — 5t > 55— 55 b) fF —1+x> 5+~

Rezultat: a) nema reSenja; b) nema reSenja.

2.12 Resiti sledece nejednacine, vodedi ra¢una o definiciji apsolutne vred-
nosti:
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a) [x—1/>2 b) [x+2|>[x; ox—I|x]>1
d) [x+3|—|x+1]<2; e)||x] —2| <1
Rezultat: a) x < —1ilix>3; b) x> -1, c¢) nema resenja;
d x<-1; e) 3<x<—-1ilil<x<3.
2.13 Koriste¢i ekvivalencije:

A-B>0 akoisamoakoje A>0iB>0 ili A<O0,B<O(;
A-B<0 akoisamoakoje A>0iB<0 ili A<O0, B>0.

rediti sledece nejednacine:

a) (x—2)(x+3)>0; b) 2x—1)(4—x)<0;

2

o L —5<0; d) (x—1)(x=2)2>0.
Rezultat: a) x € (—o0,—3) U (2,+); b) x€ (oo,%) U (4, +00);
) xe(-33); d) xe(1,2)U(2,+).

2.14 Koristedi se ¢injenicom da je znak koli¢nika 4, B # 0, jednak znaku
proizvoda A - B, resiti sledece nejednacine:

_ _ _ .3
R b) 35+ 3 < T
3 3(x+3)2—x(9+2x2) ,

C) x + % > . ?zxzjéx : A d) 4x2 9 + 2x 3 < 2x2+3x

4 1 . 1 1 2_2
e) 9x2914 + 3x)f&-2 + 3x2—2x >0; f) x o x+1 < §2+x'

Rezultat:

a) x€(—3,0)U(0,+00); b) x € (—oc0,—1)U(—1,0);

x € (=3,0) U (0,+00); d) x€(0,3);
e) x€(—00,—2)U(—3,0)U(3,+);

€ (—o0,—1)U(—1,0) U [3,+00).

2.15 Resiti jednacine:

x¥24+10x425 x245x
a) “mag o 20 b) =5 >0.
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Rezultat: a) x € R b) x € (—5,0) U (2,40).

2.16 Zbir dva broja je 45, a njihov koli¢nik jednak je 7 : 8. Odrediti ove
brojeve.

Rezultat: 21i24.

2.17 Zbir dva broja je 47. Ako ve¢i podelimo manjim, dobija se koli¢nik 2,
a ostatak je 5. Koji su to brojevi?

Rezultat: 141 33.

2.18 Cifra jedinica jednog dvocifrenog broja je za 3 veca od cifre desetica.
Ako podelimo taj broj zbirom cifara, dobija se koli¢nik 3, a ostatak je 4.
Odprediti taj broj.

Rezultat: 25.

2.19 Razlika dva broja je 13,86. Ako veéem broju premestimo decimalni
zarez za jedno mesto ulevo, dobije se manji broj. Odrediti ove brojeve.

Rezultat: 15,411,54.

2.20 Za odlican plasman na takmicenju iz matematike nagradena su ce-
tiri u¢enika nagradom od 36000 dinara. Koliko dobije svaki ucenik ako se
nagrada deli u razmeri 1,5 :2:2,5: 3?

Rezultat: 6000, 8000, 10000 i 12000.

2.21 Razlika, zbir i proizvod dva broja odnose se kao 1 : 3 : 6. Odrediti
ove brojeve.

Rezultat: 61 3.

2.22 Ako se uveca brojilac jednog razlomka za 1, a imenilac za 3, dobija se
razlomak %, a ako se oduzme 5 od imenioca i brojioca razlomka, dobije se
1. Odrediti razlomak.

Rezultat: J.
2.23 Povrsina jednog pravougaonika je za 125 cm? veéa od povrsine kvad-

rata nad manjom stranicom. Odrediti stranice pravougaonika ako se raz-
likuju za 5 cm.

Rezultat: 251 30.
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2.24 Ujednagini =2 — 252 = 5 — 2, odrediti realan broj a tako da regenje

po x bude vece od —2.
Rezultat: a € (—oo0,—2) U (—1,0) U (0, +00).

3 2m—1

x x+m

2.25 Odrediti m tako da reSenje jednacine bude veée od 1.

Rezultat: m < —4ilim > 2.



Glava 3

Kvadratne jednacine, funkcije i
nejednacine. Sistemi
kvadratnih jednacina

3.1 Kbvadratne jednacine

Jednatina oblika ax? + bx +c =0, (a,b,c € R,a #0) je kvadratna jednacina,
gdeje D = b? — 4ac diskriminanta te jednacine. ReSenja kvadratne jednacine
u skupu C su za:

b+vb%—4ac

1. D > Orealna irazliCita: x1, = —=5—,

2. D =0realnaijednaka: x;, = %f,

—b+tiy/|b2—4ac|

3. D < 0 konjugovano-kompleksna: x1, = ——%5——,
ivaziax? +bx+c=a(x —x1)(x — x2).

Vijetove formule: Neka su x1, x reSenja kvadratne jednacine ax? + bx +
c=0, tada je x; + x2 = —% ix;-x2 = £. Specijalno, ako su x1, x2 reSenja
kvadratne jednatine x> + px + g =0, tadaje x; + x, = —pix; - x2 = .

17
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Zadaci

3.1 Resiti sledece kvadratne jednacine:
a) 4x>—-9=0; b) 5x%+180=0; c) 3x%—5x;
d) v2x2+42x=0.

Rezultat: a)x:i%; b) x = +6i; C)Xinlix:% d)x:Oilix:—ﬁ.

3.2 Rediti sledece kvadratne jednacine:

3x2-1 ;| 2x+1 _ 22=2 | 1. x=1 4 1,2 _ 3(x-1 x+11.
a) T+ =y b) 3+§x_(8)_24’
5-x | 54x _ 100 . 34 241 _ 2x—1
) st T B d) mg + T = 2o
Rezultat: a) x =0ili x = —%; b) x = +i; c)nemareSenja; d)x = +2.

3.3 Koriste¢i ekvivalenciju A - B=0 <= A =0V B = 0 odrediti reSenja
jednacine:

a) (1—x)(4v2—2x)=0; b) (x+1)2-25=0;

o) (Bx+4)2+25=0.
Rezultat: a) x=1ilix=2v2; b) x=4ilix=—-6; ) x=2E"
3.4 Resiti jednacine:

a) (2x —3)2+ (2x —5)2 = 4(x — 3)% + 30;

b) 4+ = (x -3 41

Rezultat: a) x=—2ilix=4; b) x=2%ilix=5.

3.5 Resiti jednacine:

a) 2x+1 x—1 _ x+3 _ 4+x. b) 26+1  _ _x-1 _ _6 .
x24+x—6  x2—5x+6 ~ x2-9/

x+3 x2—9 3—x 3+x’
2x _ x*425 _ 5 5

) i Vs T w9 1o
Rezultat: a) x:—%ilix:l; b) x=1ilix=12;, ¢) x=-13ilix=-5.
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3.6 Resiti jednacinu (a* — b?)x? +2ax +1=0.

Rezultat: x = —alﬂ ili x = —ulfb.
3.7 Resiti jednacine:
a) 2x2 —5x —3|x —2|=0; b) [x?+2x| — |3 — x| = x>
Rezultat: a) x = % ili x =3; b) x=1.
3.8 Za koje vrednosti realnog parametra m su reSenja jednacine
(m+2)x* +4x —1=0.
a) realna i razli¢ita; b) realna ijednaka; c) konjugovano-kompleksna.

Rezultat: a) m > —6; b) m= —6; c) m< —6.

3.9 Odrediti realne brojeve a za koje kvadratna jednacina (a + 5)x% — 2ax +
a + 1 = 0 nema realnih reSenja.

Rezultat: a > —g.

3.10 a) Sastaviti kvadratnu jednacinu ¢ija su reSenja x; = —71ixy = —3.

b) Sastaviti kvadratnu jednacinu sa racionalnim koeficijentima koja ima
jedno redenje x; =2 + /3.

¢) Sastaviti kvadratnu jednacinu sa realnim koeficijentima koja ima je-
dno reSenje x; = 2 — 3i.

Rezultat: a) x>+ 10x +21=0; b) x> —4x+1; c) x?—4x+13.

3.11 Data je jednacina 3x> — x — 7 = 0 &ija su reSenja x7 i xp. Ne reSavajudi
ovu jednac¢inu odrediti numericke vrednosti izraza:

2) 3+ 3 b) - xd O xj+x3.
Rezultat: a) L, b) '%} C %'

3.12 Neka su x; i xp koreni jednacine x? + px + 2p*> =0, (p # 0). Ne
reSavajudi jednadinu izratunati x{ + x3x3 + x3.

Rezultat: 5p*.
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3.13 Odrediti vrednost parametra k u jednacini x> — (2k +1)x + k2 +2=0
tako da je jedan koren jednak polovini drugog.

Rezultat: k = 4.

3.14 Koji brojevi p i g treba da budu koeficijenti kvadratne jednacine
x2 + px + q da bi njeni koreni bili takodje p i 4?

Rezultat: p=0,9=0ilip=1,9= -2

3.15 Odrediti parametar a tako da jedan koren jednacine (a + 5)x? — 3ax +
2a — 1 = 0 bude dva puta ve¢i od drugog.

Rezultat: a = g.

3.16 Resiti jednacinu x* — 4x% + 3 = 0.
Rezultat: x = +/3ili x = £1.
3.17 Resiti jednacine:

a) (24224 (x2=3)2=625 b) (2E1)2_ 421y 130,
Rezultat: a) x = +3v/2ili x = +iV17; b) ng’iﬂihleilix:—%.

x2 x2—1

3.18 Resiti jednadinu 53— — *3

-3
=

Rezultat: x = +/2ili x = i?.

3.19 Resiti jednacinu 2x* 4 3x® — 16x* +3x +2=0.
Rezultat: x =2+ +/3ilix=Jilix=2.

3.20 Resiti jednacinu x(x +1)(x +3)(x +4) =4.
Rezultat: x = —2ilix = -2+ /5.
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3.2 Kvadratna funkcija

Funkcija y = ax? + bx + ¢, (a,b,c € R,a # 0) naziva se kvadratna funkcija.
Kanonski oblik kvadratne funkcije je y = a(x — «)? + B, gdejea = — 2, p =
%. Grafik kvadratne funkcuje je parabola sa temenom T («,f) i osom
simetrije x = a. Akoje a > 0 (a < 0) parabola je okrenuta na gore (na dole)
i u tacki x = & funkcija y = ax? + bx + ¢ ima minimum (maximum). Za
D >0, D=0, D <0 parabola sece Ox-osu u dve, jednoj, nijednoj tacki,
respektivno.

Y Y y
a>0 a>0 a>0
\ D7 D=0 D<0
xl\\/x2 X X =X, X X
Y Y Y
xl/ X, X, =X,
X X X
a<0 a<0 a<0
D>0 D=0 D<0

Zadaci

3.21 Svesti sledece kvadratne funkcije na kanonski oblik:

a) y=x2-2x—1,  by=x>—8x+16 ) y=—2x*+3x+8.
Rezultat: a) y=(x—1)>—2; b) y=(x—4)%
A y=—3(x-372+%.
3.22 Odrediti vrednost koeficijenata a, b, c tako da grafik kvadratne fun-
kcije y = ax? + bx + ¢ sadrzi tacke A(—1,2), B(1,—6), C(2,—1).
Rezultat: y = 3x? — 4x — 5.
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3.23 Odrediti vrednost realnog parametra k tako da grafik funkcije
y=kx*+2(k+1)x +k+3

a) dodiruje Ox-osu; b) sece Ox-osu u dve tacke;

c) nema zajednickih tacaka sa Ox-osom.
Rezultat: a) k=1; b) k<1; o k>1.

3.24 Odrediti m tako da prava y = x + 1 bude tangenta parabole y = kx? +
kx + 2 (5k + 5).

Rezultat: k= —1ili k =4.

3.25 U skupu funkcija y = (m — 1)x*> + (m — 4)x — m — 1 odrediti m tako
da funkcija dostiZe najmanju vrednost za x = 1.

Rezultat: m = 2.

3.26 Razloziti broj 24 na zbir dva sabirka tako da zbir kvadrata tih sabi-
raka bude minimalan.

Rezultat: 24 =12 + 12.

3.27 Odrediti brojnu vrednost realnog parametra a u jednacini x> — ax +
a —1=0zakojuje x3 + x3 najmanje (x i x, su koreni kvadratne jednacine).

Rezultat: a = 1.

3.28 Odrediti stranicu najmanjeg kvadrata koji se moZze upisati u dati kva-
drat stranice 8cm.

Rezultat: a = 4v/2cm.

3.29 Od svih pravougaonika datog obima O = 2p nadéi onaj koji ima naj-
vecu povrsinu.
Rezultat: Kvadrat stranice J.
3.30 Od svih pravouglih trouglova ¢iji je zbir duZina kateta jednak s naci
onaj koji ima:

a) minimalnu duZinu hipotenuze; b) maksimalnu povrsinu.

Rezultat: a) ¢ = %; b) a=b=3.
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3.3 Kvadratne nejednacine

Znak kvadratnog trinoma y = ax? + bx + c:

Akojea>0iD >0,ondajey >0zax € (—o0,x1) U (x2,+00) i
y<0zaxé€(x1,x2).

Akojea>0iD =0,ondajey >0zax # x1iy <0nizajedno x.
Akojea>0iD < 0,ondajey > 0zasvako xiy < 0ni za jedno x.

Akojea<0iD >0,ondajey >0zax € (x1,x)iy<0za
x € (—o0,x1) U (xp,+00).

Akojea<0iD =0,ondajey > 0nizajednoxiy <0zax# x;.

Akojea <0iD < 0,ondajey > 0nizajedno xiy <0 zasvako x.

Zadaci

Resiti sledece kvadratne nejednacine:

331 a) 4x>>4x—1; b) (3x—2)2+ (x—2)2<2.
Rezultat: a) x#3; b) 2<x<1l

2 2 2
332a) 7520, b) F2HE>0; 0 L3 <0

Rezultat: a) x<[0,4;, b) xe(-1,1);, ¢ xe€(-3,-1]U(1,5]

x2-2x4+3  _
3.33 T3 3

Rezultat: x € (—o0,1) U (3,2) U (3,+00).

24
3.34 m 2 2.

Rezultat: x € (1,2) U (2,4].

¥2—5x+6
3.35 1< 55446 <.

Rezultat: x € (—oco,—%|U[-1,}).
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2x 27 6x+8
3.36 1+ x+3 + 2x245x—3 > 2x—1°

Rezultat: x € (—o0,—3) U (0,3).
3.37 x2 +4|x—1] -4 <0.
Rezultat: x € (0, -2+ 2+/3).

3 2
3.38 % > 0.
6x2—x—1

Rezultat: x € [-1,—3) U (3,+00).

2
x“+kx—2 <2

3.39 Za koje vrednosti realnog parametra k nejednacine —3 < {75

vaze za svako realno x?

Rezultat: —2 <k < 1.

3.40 Za koje vrednosti realnog parametra k nejednacina
(K —=1x* +2(k—1)x+1>0

vazi za svako realno x?

Rezultat: k > 1.

3.4 ReSavanje sistema kvadratnih jednacina

Resiti sledece sisteme jednacina:

341 x>+ +10x=0,x —y+ 6 =0.
Rezultat: (—2,4), (—9,-3).

342 x> —2xy +y*+3x —y=6,2x —y =3.
Rezultat: (2,1), (3,3).

3.43 xy+ x +y =11, x>y + xy* = 30.
Rezultat: (5,1), (1,5), (3,2), (2,3).

3.44 (22 +y?)(x+y) =65, xy(x +y) = 30.
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Rezultat: (2,3), (3,2).

3.45 xy(x +vy) =30, x> + 1> = 35.
Rezultat: (2,3), (3,2).
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Glava 4

Iracionalne jednacine

Iracionalna jednacina je ona jednacina kod koje se nepoznata pojavljuje u
nekom izrazu koji je potkorena veli¢ina. Jednacina {/A(x) = B(x) je

e za neparno n ekvivalentna jednacini A(x) = B"(x);

e za parno n ekvivalentna je sistemu A(x) = B"(x) i B(x) > 0.

Zadaci

Resiti sledece jednacine:
41 V3+x=3—x.

Rezultat: x = 1.

42 \/x2+3x+6—-3x+2=0.

Rezultat: x =2ilix = —%.

43 V2x2+1—-1+x=0.

Rezultat: x =0ili x = —2.

44 (x> —5x+4)/3—x=0.

Rezultat: x =11ili x = 3.

27
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4.5 VAx +2+4x —2=4.

.17
Rezultat: x = 16

46 V3x2+5x+8—v3x2+5x+1=1.

Rezultat: x =11ili x = —%.

47 V/x24+3x —3+Vx2 —2x+2=2.

Rezultat: x =1ili x = %.

4.8 \/Bx+4=2\/x —/x—4.

Rezultat: x = 4.

49 10+ x — /10 — x =+2x —8.
Rezultat: x =61li x = 8.
4 10 \/21+x+\/21—x _ 2
: V214+x—+/21—x x
Rezultat: x = +21.

411 x+ V6 + V2 =0.

Rezultat: x = —3.

4.12 \/y+7+ Vyr—27=2.

Rezultat: y = —6.

413 \/8— Va1t voZtzr3=2

Rezultat: z = —-37iliz =6.

4.14 2v/x2 —5y/x =3.

Rezultat: x =27ili x = —%.

415 Y3 —x+v6+x=3.
Rezultat: x = —5ili x =2.

416 Vx+1+V/x+2+Vx+3=0.
Rezultat: x = —2.



Glava 4. Iracionalne jednacine

29

3/ x+3 3/5x+2 __
4.17 5x+2 x+3

o _ 30
Rezultat: x =5ili x = —55.

418 Vx2 —28/x 4 /x =

Rezultat: x =4.

4.19 Resiti sistem jednacina: /Xy — 3/xy =
x+y=20

Rezultat: (4,16), (16,4).

4.20 Resiti sistem jednacina: i—f; +3 % =4
X2 +4x+y*—3y=0

Rezultat: (—33,—32), (—4,0).

4.21 Regiti sistem jednacina: /x + J/y =4
xy =27
Rezultat: (27,1), (1,27).
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Glava 5

Eksponencijalne funkcije,
jednacine i nejednacine

Funkcija y = a*, (a > 0,a # 1) naziva se eksponencijalna funkeija. Njen domen
je skup realnih brojeva R, a kodomen R* = (0, 40).

Yy Y

T(0,1) y=a* / T(0,1)

0<a<1 a>1

Akoje 0 < a <1, tadaje funkcija y = a* pozitivna za svako x € R, opadajuca
za svako x € R prolazi kroz tatku T(0,1). Zax >0je0<a* <1,azax <0
je a* > 1 (videti sliku).

Ako je a > 1, tada je funkcija y = a* pozitivna za svako x € R, rastuca za
svako x € R i prolazi kroz tatku T(0,1). Zax >0jea* >1,azax <0je
0 < a* <1 (videti sliku).
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Eksponencijalnom jednacinom naziva se jednacina kod koje se nepoznata po-
javljuje u eksponentu (izloZiocu). Pri reSavanju eksponencijalnih jednacina
pogodno je koristiti slede¢u ekvivalenciju: Za a > 0, a # 1 i proizvoljne
x1,X2 € Rje a* = a* ako i samo ako je x; = x2.

Eksponencijalne nejednacine

Ako je a > 1, onda nejednakost af(*) < a8(¥) vazi ako i samo ako je f(x) <
¢(x),aakoje 0 < a < 1, onda nejednakost af %) < a8*) vazi ako i samo ako

je f(x) = g(x).

Zadaci

Resiti eksponencijalne jednacine 5.1-5.15:

x+1

51a) 2°3=16; b) 100-10%2=1000"7".

Rezultat: a) x=7; b) %

x+1

52a) 4=2%; b) (})°=47 -(3)°

530 (375 =%

b) (%)Zx—l = (%)x—i—l'
Rezultat: a) x=1; b) x= %

5.4 a) 3%-9*t1 =243 b) 2*.3*f1 =108.
Rezultat: a) x=1; b) x=2.

5.5 a) 62x+6 — 33x+3 . 2x+9; b) 93—5x . 75x—3 = 1.

Rezultat: a) x=3; b) x=3.

5.6 a) 41 44* =320, b) 2 3%t —4.3*"2=450.
Rezultat: a) x=23; b) x=4.

5.7 a) 37143724 3%7% 4 3¥74 43970 43770 = 364;

b) 4x + 24x—1 _|_42x71 + 24x—3 + 1651 = 31.
Rezultat: a) x=6; b) x=1.
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5.8 a) 21 —2¥3 =3v2_3v3,
b) 3‘4x+%‘9x+2:6.4x+1_%‘9x+1'
. _ 4. __1
Rezultat: a) x=4; b) x=—3.
59 a) 10-2¥ —4* =16; b) 5% —53* =20;
o) (11* —11)2 =11 +99.

Rezultat: a) x=1ilix=3; b) x=2; ) x=0ilix= iﬁgﬁ

510 a) 10-4*—29-10*+10-25*=0; b) 6:4*—13:-6"4+6-9*=0;
) 64-9*—84-12*+27-16"=0; d) 3-16* +2-81* =5-36".
Rezultat: a) x=41; b) x=+1;
) x=1ilix=2; d) x=0ilix=1.
511 a) 4V 24+16=10-2V%2 b) 45 V¥-2_3.0x=1=Va?-2 1
Rezultat: a) x=3ilix=11; b) x:%.
5.12 /9 — /6 = V/4.

log %
log Y5

513 a) 9 —3¥+2=3% _9;
b) (2\@+3\@+6\/§)%:\/37fm.

Rezultat: a) x=2; b) x=-1ilix=3.

Rezultat: x =

5.14 *W/2725-11x . %%/Ql05—41x — *4/3265—x

.o~ 393
Rezultat: x = —-

515 a) (V2-1)*+(V2+1)*=2;
b ( 2+ﬁ)x+( 2—\/§)x=4.

Rezultat: a) x=0; b) x=+2.
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Resiti eksponencijalne nejednacine 5.16-5.20.
516 a) (3)¥"2> (3)%; b) 573 > 573,
Rezultat: a) x>2; b) x>-5

5.17 x?-3%—3*t1 <.
Rezultat: —/3 < x < /3.

5.18 2x+2 _ 2x+3 _ 2x+4 > 5x+1 _ 5x+2.

Rezultat: x > 0.
519 a) 5%l >5% 4 4; b) 4*—2-9%¥—6* > 0.

Rezultat: a) x > 0; b) x< log% 2.

520 (V2+1)% < (vV2-1)~%

Rezultat: —1 <x <2ilix > 3.
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Logaritamske funkcije,
jednacine i nejednacine

Nekajea >0, a#1, b> 0. Tadaje x =log,b ako i samo ako je a* = b.
Osnovne osobine logaritma:

alog.b = p, a>0,a#1,b>0

log,(x - y) =log,x +log,y, x>0,y>0,a>0,a#1

loga(f)zlogax—logay, x>0,y>0,a>0a#1

log, x* = slog, x, a>0,a#1,x>0,seR
logab:iggiz, 1>0,a#1,b>0,c>0,c#1
logab:@, a>0,a#1,b>0,b#1
logambzilogab, a>0,a#1,b>0meR, m#0
log,1=0, a>0,a#1

log,a=1, a>0,a#1

Uobicajeno je da se log;, x oznacava sa logx, a log, x sa Inx.
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Funkcija f : RT — R inverzna eksponencijalnoj funkciji y = a*, (a > 0,
a # 1), naziva se logaritamska funkcija i oznatava se sa y = log,x. Njen
domen je R", a kodomen je RR.

Y Y

0<a<l1 y=log, x
T(1,0)
x T(1,0) x
y=log,x a>1

Ako je 0 < a < 1 tada je funkcija y = log, x opadajuca za svako x € R i
prolazi kroz ta¢ku T(1,0). Za0 < x < 1jelog,x >0,azax > 1jelog,x <0
(videti sliku).

Ako je a > 1 tada je funkcija y = log, x rastuca za svako x € R" i prolazi
kroz tatku T(1,0) . Za0 < x <1ljelog,x <0,aza x > 1jelog,x > 0 (videti
sliku).

Logaritamske jednacine

Jednatina log, f(x) = b ekvivalentna je sistemu f(x) = a”1i f(x) > 0.
Logaritamske nejednacine

Uz uslove f(x) >01i g(x) > 0:

—-zaa>1iz log, f(x) <log,g(x) sledi f(x) < g(x);
-za0<a<1izlog, f(x) <log,g(x) sledi f(x) > g(x).

Zadaci

Resiti logaritamske jednacine 6.1-6.14:

6.1 a) log,x=3; b) log,x=13; ¢ logy(x—1)=0.
Rezultat: a) x=38§; b) x=2; o x=2.
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6.2 a) log,(x —1)+1log,(x+2)=2;
b) (log(x +20) —logx)-log,0,1=—1.
Rezultat: a) x=2; b) x=5.

6.3 a) log(5—x)+2logyv3—x=1;
b) log(5—x) — 1log(35 — x%) = 0.
Rezultat: a) x=4—/11; b) x=2ilix=23.
6.4 a) log,(x —2) +1log.(x —2) +log,(x —2) =7,
b) logz(x+1) +log s(x+1) + log%(x +1)=6.
Rezultat: a) x=18; b) x=26.

6.5 loggx — 3log, x = —2.
Rezultat: x =7.

6.6 log,[2 +log,(3 + x)] = 0.

Rezultat: x = —%.

6.7 log(3 —3*) — log(3 +9*) +log2 = 0.
Rezultat: x =0.

6.8 log (4" —6) —log 5(2* —2)=2.
Rezultat: x = 2.

6.9 x1°8% =1000x2.
Rezultat: x =10001ili x =0,1.

6.10 x2tlogsx — 38,

Rezultat: x = % ili x =9.

6.11 x +log(1+ 2*) = xlog5 + logé.
Rezultat: x = 1.

6.12 log2 +log(4* 2 49) =1+log(2* 2 +1).
Rezultat: x =2ili x =4.
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6.13 2log,3 —log;, 3 =log, 3.

Rezultat: x = 32+2V3,

6.14 log,(x +12)log.2 =1.
Rezultat: x =4.

Resiti logaritamske nejednacine 6.15-6.19:

6.15 a) log,3% <0;  b) log,,*° >0.

X

Rezultat: a) x>2; b) —2<x<-—3.

6.16 a) log,(x —2) +log,(x +2) <log,5;
b) log,(x —2) —log,(2x —3) < 1.
Rezultat: a) 2 <x < 3; b) x>2.

6.17 logs x > log,s(3x —2).
Rezultat: 3 <x <1ilix>2.

6.18 log3x — 5log;x + 6 < 0.
Rezultat: 9 < x <27.

6.19 log, ., x* <log, .,(2x+3).

Rezultat: —% <x<-1 ili -1<x<3.
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Trigonometrija

Osnovne trigonometrijske identicnosti

. ¥y ey _ 1
sin“x + cos“x =1 ctgx = g3
. tgx
tex = siny = —2——
g COSX + /1+tg2x
ctgx = €O05X cosx = ——+—
& sinx £4/1+tg2x

Svodenje na trigonometrijske funkcije ostrog ugla

sin (5 & x) = cosx sin (7 £ x) = Fsinx  sin (3F £ x) = —cosx
cos(Z+x)=Fsinx  cos(mtx)=—cosx cos (3 +x)==Lsinx
tg (5 £x) = Fetgx tg(mtx) ==+tgx  tg(3F tx) = Fctgx
ctg (5 £x) = Ftgx ctg(mtx)=+tctgx ctg(F £x) =Ftgx
sin (27t £ x) = £sinx sin(2km + x) = sinx sin(—x) = —sinx
cos (27t £ x) = cosx cos(2km + x) = cosx cos(—x) = cosx
tg(2mr+x) = ttgx tg(km+x) =tgx tg(—x) = —tgx
ctg(2mr £ x) = £ctgx ctg(km 4 x) = ctgx ctg(—x) = —ctgx

gdejek=0,£1,£2,...

39



40

Trigonometrijske funkcije zbira i razlike uglova

sin(x + y) = sinxcosy + sinycosx tg(x+y) = %
cos(x £y) = cosxcosy F sinxsiny ctg(x ty) = %
Trigonometrijske funkcije dvostrukog ugla
. A _ 2tgx
sin2x = 2sin xcos x tg2x = T-te?x
. 2. 2 o ctg2x—1
cos2x = cos?x — sin” x tg2x = Foex

Trigonometrijske funkcije polovine ugla

s AF _d 1—cosx Xy 1—cosx

S5 = + \V 2 tgf E 1-+cosx
x 0 / 14-cosx X _ / 1+cosx
SO0 — + 2 Ctg 2 + 1—cosx

Transformacija zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod i obrnuto

sinx + siny = 2sin ;Y cos ;¥ sinxcosy = 1 [sin(x +y) + sin(x — y)]

sinx — siny = 2cos FYsin ¥ sinxsiny = [cos(x —y) — cos(x +y)]

COSX + COSY = 2C0s —~ Hy cos 52 cosxcosy = 3[cos(x — ) + cos(x + y)]
cosx — cosy = —2sin *; ¥ sin ;¥

Sinusna teorema: Stranice trougla proporcionalne su sinusima naspramnih
uglova, a koeficijent proporcionalnosti je pre¢nik opisanog kruga oko tog
trougla tj.

a b c

sina  sinf  sin?y

Kosinusna teorema: Kvadrat jedne stranice trougla jednak je zbiru kvadrata
ostale dve stranice umanjenog za dvostruki proizvod ovih stranica i kosi-
nusa ugla koji one obrazuju, tj.
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a? = b? + ¢* — 2bccosa;
b =a®+c* — 2accos f3;

¢ = a® + b* — 2abcos-y.

Zadaci

7.1 Proveriti da li vaZze sledeé¢i indentiteti:

2 2
_ sin®x _ costx __ o3
a) 1 Ticlgr — Tifgx = SINXCOSX
b) S5 4 S — (ginx + cosx)(1 — sinxcosx)

1+tg?x 1+ctg?x

o) (1+tgx+ =) (1+tgx— ) =2tgx

cosx cosx

d) 2(sin®x 4 cos®x) — 3(sin*x + cos*x) +1=0

) 1+sinxcosx + 1 + sinffx—2cosx—1 __ 1
e 3 v —sind sinx+cosx 2 v —sin? T te2yx—1
COs” x—sin’ x COs” Xx—sin” x tgex

2 2

f) (sinxsiny + 1) = (sinx + siny)? + cos® x cos? x

7.2 Uprostiti izraze:

) sin 27 tg(—1125°) sin 242°
€0s8222° ctg(— %77 ) cos(—692°)

tg(—w—oﬂ)sin(—744°) cos 7

1
sin<f Uz ) cos(—246°) ctg396°

Rezultat: a) @; b) V2

b)

7.3 IzraCunati:
a) sin3x u funkciji od sinx,

b) cos3x u funkciji od cosx.

Rezultat: a) sin3x = 3sinx — 4sin? x; b) cos3x = 4cos®x — 3cosx.
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7.4 Proveriti da li vaZze sledeéi indentiteti:

a) (cosx + cosy)? + (sinx + siny)? = 4cos? ¥

b) (cosx — cosy)? + (sinx — siny)? = 4sin? =¥

¢) sinx + siny + 2sinxsinycos(x + y) = sin?(x + y)

Odrediti sva reSenja jednacina 7.5-7.13:

75 a) 2sin(3x—%)=1; b) tg(3— %) =3
Rezultat:

a) xk:%—FZkT” ili xn:%—kZ”T”,k,nEZ;

b) xk:%”—l—an,keZ.

7.6 a) sin2x+ 2cos’x =0; b) sinx = sin2x;
¢) sin2x — cosx =0); d) cosx —cos2x =1.
Rezultat:
a) xy=5+kn ii x,=—-F+nm, knecZ

b) x=kr ili x=+F+2n7 knez
o x=75+kt ili x=7%+2nm ili x:%”—l—Zmn, knmeZ;

d x=75+kr ili x==x%+2nn, kneZ.

7.7 a) 2cos’x —7cosx+3=0; b) 2sin’x +3sinx +1=0;
c) tgx+2ctgx —3=0; d) V2sin?x + cosx = 0.
Rezultat:

a) xp==x75+2km, keZ;

b) x=—-7 +2krilix=—-F +2nmilix=-5¢% +2mrm, k,nme Z;
) x=7%+tkmr ili x=arctg2+nrm, knecZ;

d) x=+3+2%kn,keZ
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7.8 a) sin*x+ costx = g; b) sin*x — cos*x = %
. _ k .
Rezultat: a) x,=+% + ", k€ Z;

b) x=+% +km, keZ.

7.9 a) sin3xcosbx = sin4xcos6x; b) sin3xcos5x = sin4xcos6x

Rezultat: a) x; =kmilix, = {5+ 55, kne€Z; b) x:%—l—%”,kez.

710 a) cos3x — cos2x + cosx =0;

b) sinx 4+ sin2x + sin3x + sin4x = 0.
Rezultat:

a) xp==x7 +kmilix, ==+3 +2nm,k,n€Z;

b) xp=Z%+kmilix,=2n+1)rwilix, = 2%, kn,m € Z.

711 a) 1-sin5x = (cos¥ —sin 37")2;
b) (1 + cos4x)sindx = cos®2x.

Rezultat:
a) xx=kmilix,=2n+1)%,kneZ,

b) xk:%-l—%” ili x, =74 +%5 il xm:g—z—l-%,k,n,mez.

712 a) 3cos?x — sin?x — sin2x = 0;
b) cos?x + 3sin®x + 2v/3sinxcosx = 1.
Rezultat:

a) X

T +kmili x, = —arctg3 4 nm, k,n € Z;
b) xy=kmilix,=3n—-1)%, knecZ.

713 a) sinx —+v/3cosx =2;

b) sinx —cosx =

S
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Rezultat:
a) xp= 5?”+2k7'[,k€Z;

b) x;= %—i—anilixn =5+ @2n+1)m, kneZ.
Resiti nejednacine 7.14-7.17:

7.14 2sinx 4 cos2x > 1
Rezultat: 2k < x < (2k+ 1), k € Z.

7.15 v/3cosdx + sindx > v/2.
. k 5 k
Rezultat: — 5 + F <x <35 + 9, k€Z.

7.16 4cos’x +2(v/3 —1)cosx — /3 <0.
Rezultat: 7 + 2k <x < %” + 2k ili %” +2nm<x< %” +2nm, k,neZ.

7.17 5sin® x + sin%2x > 4cos2x.
Rezultat: T +kmr <x< 5?” +km, ke Z.

7.18 U trouglu ABC odrediti ostale osnovne elemente ako je dato c = 3v/2,
n=60°1B=75°.

Rezultat: ¥y =45°,a=3v3,b=3+ /3.

7.19 U trouglu ABC dato je: « = 7, B = 7 i polupre¢nik opisanog kruga

R = 24/6. Odrediti ostale osnovne elemente trougla.
Rezultat: v = 51—7;, a=4v2,b=6v2,c=2(3+/3).

7.20 U trouglu ABC zadate su sve tri stranice a = 2v2, b=2/3ic=
V2(1 4 +/3). Odrediti uglove trougla i polupre¢nik opisanog kruga.

Rezultat: a =, =%, 7= 51—72-[,1{22.
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Kompleksni brojevi

Element i ¢ R za koji vazi i> = —1 nazivamo imaginarna jedinica. Broj

oblika z = x + iy, gde su x,y € R, nazivamo kompleksan broj. Brojevi x iy
nazivaju se redom realni i imaginarni deo kompleksnog broja z, u oznakama
x=Reziy=Imz.

Za imaginarnu jedinicu vazi sledece:
i4k+1 i4k+2 =1, i4k+3 = —i, l-4k+4 =1, <k c NO)

Neka su z1 = x1 + iy1 i z2 = xp + iy kompleksni brojevi. Tada vazi:

=1,

z1 =2z, akoisamoakox; =xp1iy1 =y,
z1tz0=(x1 £ x2) +i(y1 £ y2);

z1 - zp = (x1%2 — y1y2) +i(x1y2 + X211 );

z1 _ xtHiy1 | Xo—iys _ XiXp+Vyiye | cYaXo—Xiyo
Z2 T Xty Xo—iy2 T X343 +1 s+ys 7 (22 #0).

Broj z = x — iy naziva se konjugovano-kompleksni broj broja z = x + iy.

Kompleksna ravan je koordinatna ravan u kojoj je svaki kompleksan broj
z = x + iy predstavljen tatkom M(x,y). Osa Ox je realna, a osa Oy je imag-
inarna osa. Rastojanje od koordinatnog pocetka do tacke M(x,y) nazivamo
modul kompleksnog broja z = x + iy i ra¢unamo po formuli

p=lz|= \/x2 +y?= \/(Rez)2 + (Imz)?
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i otigledno vaziz -z = |z|%

. R . - .
Ugao izmedu pozitivnog dela x-ose i pravca nenula vektora OM naziva se
argument kompleksnog broja z = x + iy i oznacavaéemo ga sa ¢. Da bismo ga
odredili, najpre, cemo definisati ugao ¢o € (0, %), tako da je g = arctg|Z|.
Tada ugao ¢ € (—, 7] odredjujemo na sledeci na¢in:

@o, zax>0,y>0 (I kvadrant);
T—¢o zax<0,y>0 (II kvadrant);

¢ = —m+ ¢y, zax<0,y<0 (IIT kvadrant);
—@o, zax>0,y<0 (IV kvadrant).
Specijalno je:
7, zax=0iy>0;
) -3, zax=0iy<0;
P71 o zax>o0iy=o;
m, zax<0iy=0.

Za z = 0 nema smisla definisati argument od z.

Dva najceS¢a nacina predstavljanja kompleksnih brojeva u kompleksnoj
ravni su algebarski oblik z = x + iy i trigonometrijski oblik z = p(cos ¢ + isin @).
U primenama se Cesto koristi Ojlerova formula: cos ¢ + isin ¢ = ¢'¢, odakle
dobijamo i eksponencijalni oblik kompleksnog broja z = pe'?.

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je pogodan za stepenovanje i

korenovanje kompleksnog broja. Stoga, prilikom stepenovanja ili koren-

ovanja kompleksnog broja, ako je on dat u algebarskom obliku, najcesce se

prevodi u trigonometrijski oblik.

Za kompleksan broj z = p(cos ¢ + isin ¢) formula za n-ti stepen n € N je
z" = p"(cosng + isinng),

a formula za n-ti koren je

Uz W<Cosq}+2kn

n

2k
+isinq)+n i

), ke{o1,.. -1}

Kod formule za stepenovanje kompleksnog broja iskoristili smo Muavrovu
formulu:
(cos@ +ising)" = cosng + isinng.
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Zadaci

8.1 Izracunati:
141 11 o a3 o
11— + 17_’_1 + 17+ 41

Rezultat: 1.
8.2 Akojez= —15V3 dokazatidajez2+z+1=0iz3=1.
8.3 Date kompleksne brojeve napisati u trigonometrijskom obliku:

a) z=—-1+i, b) z=3—i/3.
Rezultat: a) z=+/2(cos3f +isinT); b) z=1/12(cosZ —sinZ).

8.4 Izracunati:
0 (H2)' @) o) (1)

Rezultat: a) 2; b) 1.

(144)°—(1—1)°

8.5 Izracunati: A5 (176

Rezultat: — i.

8.6 Izratunati: (v/2+1)° + (V2 — i)°.
Rezultat: -46.

. 16
8.7 Izracunati: (111. + %) .

Rezultat: 224

8.8 Ujednatini (i —z)(1+2i)+ (1 —iz)(3—4i)=1+7i odrediti kom-
pleksan broj z i napisati ga u trigonometrijskom obliku.

Rezultat: z=-1—-i= \/E(cos%” + isinS—”).

8.9 Naci sve kompleksne brojeve z takve da je:

a) 22=1-iV/3; b) z*=-16.
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Rezultat:
a) z0="R(—V3+i) i z=L(3-1)
b) zo=v2(1+4i),z1 =V2(—=1+41i), 22 =V2(—-1—1i),z3 = V2(1 —i).
8.10 Resiti po z jednadinu (z = x + iy):
a) 22(3 —5i) +z — 1= —30 — 65i
b) (z+i)(1+2i)+ (1+2i)(3—4i)=1+7i

Rezultat: a) z=3-5i; b) z=1+ 3i.

8.11 Dat je kompleksan broj z = A+ (5= — 3=). Odrediti Rez, Imz, |z|.

2=3i)2\2¥Fi
. Sy ¥ 248 — _ 10 — 2
Rezultat: Rez = — {5, Imz = — 15, 2| = 5.

8.12 Dat je kompleksan broj z; = 2 + i. Odrediti kompleksan broj z = x +
iy koji zadovoljava uslove

a) Re(£) =12 i Im(zz) =1, b) Re(zz1) =1 i Im(£) = —3.
Rezultat: a) z=—-1—4, b) z=1-—1i.
8.13 Odrediti kompleksan broj z = x + iy ako je:
12 : —4 -1 | 1 2243\ _
‘Zz 81‘_7 1 ETS’:L <) ‘222—6 _flRe(zz—&J-rl)_l‘

b) [22—2i|=4 i |ZHEH|=1,

Rezultat: a) z=6+17i ili z=6+8i; b) z==%(1—1i); ¢ z=1+i

8.14 Izracunati z" ako je:

iv3 _ — T 4 ieog X
a)n:3lzz_§_Tf, b) n=7,z=sin7 +icos 7.

Rezultat: a) z>=1; b) z/ =i

8.15 Odrediti kompleksan broj z = x + iy ako je |1+ | =4iRe (%) =1.
Zatim izra¢unati sve vrednosti {/z.
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Rezultat: zZ1 = —3% + 13@ ili quadzy = —55 — 55°.
Vrednosti /z; su: j:% V3+1i), i% -1 +i\/§>.

Vrednosti y/z su: :i:% V3—i ,j:% 1+i\@>.

8.16 Izracunati:

1
Q) {f i b)
Rezultat:

a) 35 (cos (g + ) +isin (ZF + &) k€{0,1,2,3,4,5);

b) cos T 4 isin T2k < {0,1,2,3}.

8.17 Resiti jednacinu:

1 "Zaz
2 1 z |=-1.
z 22 1

Rezultat:

7T

142k x4+ 2k
z:\(’fz<cos¥+isin4+3—n>, ke {0,1,2}

ili
E 7t ok
™ g) ke {0,1,2}.

z=+/2 (COS—4—3— +isin
8.18 Dokazati daje

0 1
2 0|=0R+2)2+2)2+73),
1 2

S~ DN

gde su z1, 23, z3 medusobno razli¢ita reSenja jednacine z° = 1.

8.19 Neka je z # —1 kompleksan broj. Dokazati ekvivalenciju:

-1
Re <Z )ankoisamo ako |z| = 1.
z+1
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8.20 Odrediti sve kompleksne brojeve z, tako da brojevi z, 1 i 1 — z imaju

jednake module, pa za tako nadeno z izra¢unati \/ (z + 1 + i)5.

Rezultat:

1
z:fiﬂ,
2 2

5
: (z+1—|—i> = 632(cos@](1_|_25)7f+isin(8k1—z5)n), ke {0,1,2}.
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Vektori

Vektor d je orjentisana duz ¢iji je pocetak u koordinatnom pocetku. Ostale
orjentisane duzi koje su iste duZine, istog pravca i smera sa vektorom @
identifikovac¢emo sa @ prema potrebama vektorskog racuna i njegovim pri-
menama. Intezitet |d| vektora @ je duzina te orjentisane duzi.

Vektori dy,dy, ...,d, su linearno zavisni ako postoje brojevi aq, &y, ..., &, od
kojih bar jedan nije jednak 0, takvi da je a1d; + a2d; + - - - + a, @, = 0. U pro-
tivnom su linearno nezavisni. Dva vektora su linearno zavisna ako i samo su
kolinearna (tj. pripadaju jednoj pravoj), a tri vektora su linearno zavisna ako
i samo ako su komplanarna (tj. pripadaju istoj ravni). Cetiri ili vide vektora
u trodimenzionalnom prostoru su uvek linearno zavisna.

Uredena trojka medusobno normalnih jedini¢nih vektora i f, k zove se baza
pravouglog koordinatnog sistema u prostoru. Svaki vektor 7 se moze na
jedinstven naéin predstaviti u obliku: @ = aﬁ—l— a2]_"+ a37€ = (mq,a2,a3), gde
su a1,a2,a3 € R. Brojevi ay,a2,a3 se nazivaju koordinate vektora d. 1z te ¢in-
jenice sledi da je 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) i k = (0,0,1).

Akojed = (ay,az,a3), b= (b1,by,b3) tada je:

—

Z(alﬂ:bl,azﬂ:bz,ag,ﬂ:bg) i Aﬁ:(Aal,Aaz,Aag), AER;

|@| = \/a% + a5 + a3.

4 =Dbakoisamo ako ay = by, a, = by iaz = bs;
a+b
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i

Jedini¢ni vektor vektora @ (@ # 0) je dy = 5.

Ako je 0(0,0,0) koordinatni potetak onda su vektori , j, k u koordinatnom
sistemu Oxyz, jedini¢ni vektori koordinatnih osa Ox, Oy, Oz, respektivno.

Tacka M ima koordinate (x,y,z) ako i samo ako je OM = (x,y,z). Tatke
—

M(x1,y1,21) 1 N(x2,Y2,22) odreduju vektor MN = (xp — x1,Y2 — Y1,22 — 21),

a rastojanje izmedu tacaka M i N je

IMN| = /(x2 = x1)>+ (y2 = y1)* + (22 — 7).
Skalarni proizvod nenula vektora @ i Eje broj:
i ob=|d||b|cos(<(d,b)).

Posebno za proizvoljan vektor 4 i nula vektor 0 stavljamo da je
Go0=00d=0.

Za proizvoljne vektore 4i b vazi: dob=

Zanenula vektore 71 b vaZi: dob=0 ako i samo ako je i L b;

Ako su vektori dati koordinatama @ = (a3,4a2,43) i b= (b1,b2,b3),
tadaje: dob=aiby + axby + azbs.

Vektorski proizvod @ x b nenula vektora @ i b je vektor &iji je:

1. intenzitet: | x b| = |d||b|sin(<t(@,b));
2. pravac takav da je ortogonalan na vektore 71 b;
3. smer takav da vektori @, bid x b ¢ine desni sistem vektora.

Posebno za proizvoljan vektor 4 i nula vektor 0 stavljamo da je
ix0=0xd=0.

Za tri nekomplanarna vektora 4, b i ¢ kazemo da ¢ine desni sistem vektora
(desni triedar), ako se, kada su dovedeni na zajednicki pocetak, rotacija

vektora @ do vektora b, za ugao manji od 180°, vr$i u smeru suprotnom
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kretanju kazaljke na satu, posmatrano sa vrha vektora c¢. Ako su vektori @,
b i ¢ dati pomocu pravouglih koordinata, tada oni ¢ine desni triedar ako je

ay dz 4az
by by b3 |>0.
(1 C2 C3

Za proizvoljne vektore 71 b vazi:

Za nenula vektore 71 b vazi:

@ x b =0 ako i samo ako su 7 i b kolinearni vektori, tj. ako i
samo ako postoji A € R tako daje @ = Ab;

Povrsina paralelograma konstruisanog nad vektorima @i b je
P=|dxb.

Ako su vektori dati koordinatama @ = (a1,4z,a3) i b= (b1,by,b3), tada je:

8 by 7

- i ]k
ixb=|a ay a3
by by b3

Mesoviti proizvod vektora 4, b i ¢, u oznaci [d,b,c], je broj (4 x b) o C.

Za proizvoljne vektore 4, b i ¢ vazi:

-
—

[@,b,¢) = [b,¢,d) = [¢,d,b] = —|b,d,d] = —[d,¢,b] = —[¢,b,d);

—

[@,b,¢] = 0 ako i samo ako su @,b i ¢ komplanarni vektori;

Zapremina paralelepipeda konstruisanog nad vektorima d,b,c
jednaka je V, = |[,b,¢]|, a zapremina odgovarajuceg tetraedra je
Vr=1v,=1.1[35,d].
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Ako su vektori dati koordinatama @ = (ay,42,43), b= (b1,by,b3) 1¢(c1,¢2,¢3)
tada je:

ay dy 4as
[Zz’, b, E} =| by by b3
1 C (3

Zadaci

9.1 Odrediti temena B, C, D i presek T dijagonala paralelograma ABCD,
akoje A(2,—1,5), AB=(1,3,1)i AD = (1,-5,3).

Rezultat: B(3,2,6), C(4,—3,9), D(3,—6,8), T(3,-2,7).

9.2 Data su tri uzastopna temena paralelograma A(1,—2,3), B(3,2,1) i
C(6,4,4). Naci koordinate cetvrtog temena.

Rezultat: D(4,0,6).

9.3 Data su temena A(1,2,2) i B(3,0,3) i vektor BC =4i + 3/ 4 5k trougla
ABC. Odrediti koordinate vektora C i duZinu stranice AB.

Rezultat: C(7,3,8)1| AB |=3.

9.4 Dati su vektori @, b, ¢ i d. Dokazati da su vektori @, b i ¢ linearno
nezavisni i izraziti vektor d kao linearnu kombinaciju vektora 4, b i ¢ ako
je:

a) i=(2,1,0),b=(1,-1,2),¢=(2,2,-1)id= (3,7,-7);

-

b) @=(3,2,-1),b=(-2,1,3),¢=(2,0,-2) id = (11,1,-10).

)i
Rezultat: 1.d =27 —3b 4 ¢ 2.d=3—-b+3C
9.5 Dokazati da je AABC pravougli ako je A(5,2,6), B(6,4,4), C(4,3,2).

9.6 Izracunati ugao izmedu dijagonala AC i BD ¢etvorougla ¢ija su teme-
na
A(-3,-2,0), B(3,-3,1),C(5,0,2), D(-1,1,1).

— — — —

Rezultat: cos<t((AC,BD) = —1, paje <(AC,BD) =
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9.7 Dati su vektorid = (1,1,1), b= (2,2,1)i¢=(1,2,—6). Odrediti vektor
cf, normalan na vektore 4 i E, takavdajeco d=3.

Rezultat: d = (—3,3,0).

9.8 Dati su vektorid = (1,2,3), b= (=1,0,1)ic¢=(2,3,1). Odrediti vektor
d, normalan na vektore 7 i b, koji sa vektorom ¢ odreduje paralelogram
povrsine v/ 75.

Rezultat: d = (1,—2,1) ili d = (—1,2,—1).

9.9 Dati su vektori 7 = (1,1,1)ib = (1,—1,—1). Odrediti jedini¢ni vektor
C koji sa vektorom 7 gradi ugao od 30°, takav da je povrsina paralelograma
odredenog vektorima bic jednaka v/2.

Rezultat: ¢ = %,%,%) ili ¢= (%,5_8\/3,52\/3).

9.10 Dati su vektorid = (1,1,1), b= (2,—1,1) i ¢ = (13,2,0). Odrediti vek-
tor d takav da je |d| = v/6, d 1 @, <(d,c) ostar i da je povrsina paralelo-
grama odredenog vektorima bidjednaka v/11.

. g Qs 7 (13 11 2
Rezultat: d = (1,-2,1) ilid = (%, =%, —5).
9.11 Odrediti vektor ¢, normalan na vektore @ = (2,1,3) i b= (1,2,2), ako
je |@+ b+ & = v/69 i ako vektori @, b, € &ine levi triedar.
Rezultat: ¢ = (4,1,—3).

9.12 Dati su vektori d = (3,2,—2), b= (-1,4,1)ic=(10,2,m), m € R.

a) Odrediti m tako da zapremina paralelopipeda odredenog vektorima
a, bicbude jednaka 140, a vektori 4, b i &ine desni triedar.

b) Za tako nadeno m, razloziti vektor d= (19, —6,—4) preko vektora 4,
bic.
Rezultat: a) m = 3; b)d =2d—3b+7.
9.13 Vektori @ i b obrazuju ugao ¢ = 2T Znajudi daje |d| =3, |b| = 4, naci
(3@ —2b) o (@+2b) i (@—Db) o (@ —b).
Rezultat: - 611 37.
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9.14 Tatke A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,6) i D(2,3,8) su temena piramide.
Izrac¢unati zapreminu piramide i visinu piramide koja odgovara temenu
D.

Rezultat: V=141 Hp = v14.

9.15 Izracunati duZine dijagonala paralelograma konstruisanog nad vek-
torima

i=5p+27 i b=p—34, akoje |p|=2v2, |§=3 i <(Fq§ =71
Rezultat: |7+ b| = 15, |7 — b| = 1/593.
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Analiticka geometrija u ravni

10.1 Tacka

Svaka tacka u ravni u kojoj je uo¢en dvodimenzioni pravougli koordinatni
sistem moze biti predstavljena dvema koordinatama, npr. A(x1,y1), pri
¢emu prvu koordinatu x; nazivamo apscisa, a drugu koordinatu y; nazi-
vamo ordinata. Rastojanje izmedu tacaka A(x1,y1) 1 B(x2,2), uoznacid(A, B)
ili krace | AB|, ratuna se po formuli:

d(A,B) = /(2= 212+ (2 — y1)*
Ako su date tatke A(xq,y1) i B(x2,12), koordinate tatke C koja pripada

. . . . AC _ _ x1+HAx _ ntAya o

pravoj AB i deli duz AB u odnosu ¢z = A su x = 752, y = 557, 4.
x1+Axy Yyi+Ay2 . . X o o X1+x Yitye

C( S e ).Spea]alno, akoje C srediste duZi AB va21C( 152,75 )

Ako je trougao ABC zadat koordinatama svojih temena A(x1,y1), B(x2,12)
i C(x3,y3) tada se povrsina trougla ratuna po formuli:

1
P= §|x1(y2 —y3) +x2(y3 —y1) +x3(y1 — y2)/,

ili

1 X1 W1 1

P=— X2 Y2 1
2

X3 Y3 1

57
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Zadaci

10.1 Dokazati da je trougao ABC pravougli, ako su njegova temena
A(1,-1),B(7,-3)iC(5,1).

10.2 Nadi koordinate temena trougla ABC ako su data srediSta njegovih
stranica i to tatka P(3,—2) je srediste duzi AB, tatka Q(1,6) je srediste
stranice BC i tacka R(—4,2) je srediste stranice AC.

Rezultat: A(—2,-6), B(8,2), C(—6,10).
10.3 Data su temena trougla ABC : A(—6,0), B(—7,7), C(1,1). Odrediti
koordinate centra S kruga opisanog oko trougla ABC. Koliko je tatka S

udaljena od tacke R , gde je R centar kruga opisanog oko trougla MNP,
akoje M(—1,8), N(—3,4)iP(6,7)?

Rezultat: S(—3,4), R(2,4),d(S,R) =5.

10.4 Duz AB je podeljena na pet jednakih delova. Odrediti koordinate
dobijenih tacaka, ako je A(3,2), B(15,6).

Rezultats My (2, %), Ma (2, %), M (¥, 2) 1 Ms (£, ).

10.5 Dat je trougao ABC. Naéi tacku preseka simetrale unutradnjeg ugla

kod temena A i stranice BC ako je A(4,1), B(7,5) 1 C(—4,7).

Rezultat: TraZena tacka ima koordinate (¥, 7).

10.6 Date su tacke A(1,3), B(3,y) i C(—4,—2). Odrediti y tako da ove tri
tacke leZe na istoj pravoj.

Rezultat: y =5.

10.7 Date su tacke A(—3,—3), B(3,5) i C(—2,5). Odrediti povrsinu troug-
la ABC i visinu k..

Rezultat: P =20, h, = 4.

10.8 Temena trougla su A(2,—4), B(7,6) i C(12,1). Tacka M deli stranicu
AB urazmeri 2 : 3, a tatka N stranicu BC u razmeri 3 : 2. Odrediti:

a) povrsine trouglova ABC, MNB i povrsinu trapeza ACMN,
b) odnos povrsina trouglova ABC i MNB.

Rezultat: a) PABC = 775, PMNB = %, PACMN = 24, b) PABC : PMNB =25:09.
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10.9 Tatke A(8,6), B(2,4) i C(x,y) su temena trougla.

a) Odrediti vezu izmedu x i y da bi povrsina trougla bila 20.
b) Odrediti x iy, tako da povrsina trougla bude 20, a stranica AC = BC.

Rezultat: a) [x —3y+ 10/ =20; b) C(7,—1)ili C(3,11).

10.10 Na datoj duzi AB odrediti tacku Q, ako:

a) A(1,—1), B(4,5), tatka Q ima ordinatu 1;
b) A(—4,2), B(3,16), apscisa tatke Q je 1;
c) A(1,3), B(5,—1), tatka Q je presek sa osom Ox.

Rezultat: a) Q(2,1); b)Q(1,12);  )Q(4,0).

10.2 Prava

Skup tataka (x,y) u ravni u kojoj je uo¢en dvodimenzioni pravougli koor-
dinatni sistem, kojem odgovara linearna jednacina po x i y je prava. Postoji
viSe oblika jednacine prave:

—implicitni (opsti) oblik: Ax+ By +C=0,A,B,C€R, (A,B) # (0,0);

—eksplicitni oblik: y = kx 4+ n, gde je k = tg ¢ koeficijent pravca te prave, pri
¢emu je ¢ ugao koji prava zaklapa sa pozitivnim delom x-ose, a 1 je vred-
nost na y-osi u kojoj je prava preseca;

—segmentni oblik: * + 4 =1, gde sua i b vrednosti na x-osi i y-osi u kojima
prava redom sece te ose;

—jednacina prave kroz dve tacke M(x1,y1) i N(x2,12) je: y — y1 = 22 (x — x1),

X2 —Xq
gde je % = k = tg ¢ koeficijent pravca te prave;

—jednacina prave kroz tacku M(x1,y1) je: y — y1 = k(x — x1), gde je k koefici-
jent pravca prave.

Nekasuly:y=kix+mny1ily: y =kyx + ny dve prave uravni. Tada su prave
Iy i1 paralelne ako i samo ako je k1 = ky. Prave [y il su normalne ako i samo
ako je kik; = —1. Ako se prave [ i I, seku pod uglom ¢ (0 < ¢ < 7), tada

ko —kq
1+kiky |

ugao ¢ ratunamo po formuli ¢ = arctg
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Rastojanje tacke M(xo,yo) od prave p : Ax + By + C = 0 ra¢una se po formuli:

o |AXQ+B}/Q+C‘

d(M,p) e

Zadaci

10.11 Datesupravel;:y = —x+3il:y=2x — 4. Ispitati koje od slede¢ih
tataka priradaju datim pravama: A(1,2), B(2,0) i C(0,3).

Rezultat: Pravoj/; pripadaju tacke A i C, a pravoj [, tacka B.
10.12 Odrediti ugao pod kojim se seku prave:

a) x+2y—9=0 i x—-3y+14=0;
b) xvV3-y+4=0 i xvV3+y—4=0.
Rezultat: a) p=7; b)e= 7.

10.13 Odrediti vrednost parametra m tako da prava 2x — y + 3 = 0 bude:

a) paralelna pravoj (1 —m)x+ (m+1)y —4=0;
b) normalna na pravu (2m —1)x+ (m+1)y —2 =0.
Rezultat: aym=—3;  b)ym=1.
10.14 Naci pravu koja sece prave: x +y+3=0 i 2x —y —5=0u tactkama
A i B, pri ¢emu je tacka M(1,1) srediste duzi AB.
Rezultat: y = %x + %
10.15 Napisati jednacinu prave koja prolazi kroz tatku A(—1,3) i sece
pravu/: 3x + 2y + 2 = 0 pod uglom od 7.
Rezultat: x +5y —14=0 ili 5x—-y+8=0.
10.16 Datoj tatki A(1,3) nadi tacku B, simetri¢nu u odnosu na datu pravu
s:x—3y+3=0.
Rezultat: B(2,0).
10.17 Svetlosni zrak polazi iz tatke A(1,2), odbija se od prave a : 3x — y +

5 = 0 i prolazi kroz ta¢ku B(7,8). Napisati jedna¢inu upadnog i odbojnog
zraka.
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Rezultat: Jednacina upadnog zraka je 2x +y — 4 = 0, a odbojnog x — 2y +
9=0.

10.18 Tacke A(—5,—2), B(7,6) i C(5,4) odreduju trougao ABC. Odrediti:

a) jednacinu stranice AB;
b) jednacinu teziSne duZi t,;

)

)
¢) jednadinu visine h;
d) uglove ai B, gde sua = <BAC, B = <ABC;
)

e) koordinate tezista trougla.

Rezultat: a) 2x — 3y +4=0; b)3x —11y —7=0; )3x+2y—7=0;
da=%,8=%  eT(0).

10.19 Date su stranice trougla: AB:3x +y —3=0, AC:3x+4y=0kaoi
simetrala ugla sg : x —y + 5 = 0 kod temena B. Odrediti jednacinu nepoz-
nate stanice BC.

Rezultat: BC:x +3y —13 =0.

10.20 Odrediti koordinate temena kvadrata ABCD, ako je dato teme
B(—3,—6) ijednacina dijagonale AC : 2x +y + 2 =0.

Rezultat: A(—1,0), C(3,—8)iD(5,~2).

10.3 KruzZnica

Kruznica je skup tacaka u ravni ¢ija su rastojanja od jedne stalne tacke jed-
naka datoj veli¢ini. Jedna¢ina kruznice sa centrom S(p,q) i polupreénikom
rje

(x=p)+ @y —q)?=r"

Ovaj oblik jednac¢ine kruZnice se naziva kanonski oblik.

Prava | :y = kx + n i kruZnica K : (x — p)? + (y — q)?> = r*> u ravni mogu
da imaju dve zajednicke tacke (seku se), jednu zajednic¢ku tacku (dodiruju
se tj. prava je tangenta kruZnice) ili da nemaju zajednickih tacaka. Broj za-
jednickih tacaka zavisi od broja realnih resenja sistema koji ¢ine jednacina
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prave ijednacina kruznice. Uslov dodira prave i kruZnice glasi:
r2(K*+1) = (kp — g +n)
Akoje T(xo,yo) tatka sa kruznice K : (x — p)? + (y — q)* = 2, tada jednacina
tangente na datu kruZnicu kroz tacku T ima oblik
(o= p)(x=p)+ (o —a)y—q) =r"

Ugao preseka izmedu prave i kruZnice je ugao izmedu prave i tangente date
kruZnice u jednoj od tacaka preseka. Ugao preseka izmedu dve kruznice je
ugao izmedu tangenata datih kruZnica u jednoj od presecnih tacaka.

Zadaci

10.21 Napisati jednac¢inu kruZnice opisane oko trougla ABC, gde su nje-
gova temena A(2,2), B(4,6) 1 C(8,8).

Rezultat: (x —9)% + (y — 1) = 50.
10.22 Odrediti realan parametar k, tako da kruznica
a) x*+y>— (5k —1)x + (4 — 2k)y — 5k = 0 dodiruje x-osu;
b) x*> +y? — (k — 4)x — ky + 2k +5 = 0 dodiruje y-osu.
Rezultat: a)k=—1; b)k=10ilik=—-2.
10.23 Odrediti jednacine tangenata kruZnice x? + y*> — 2x — 24 = 0 koje
seku pravu 7x — y = 0 pod uglom & = 7.

Rezultat: 4x 43y —29 =0ili 4x +3y +21 =0.

10.24 Kruznica sa centrom S(3,—1) odseca na pravoj [ : 2x — 5y +18 =0
tetivu duZine 6. Naéi jednacinu ove kruznice.

Rezultat: (x —3)? + (y +1)?=38.
10.25 Odrediti ugao pod kojim se seku:

a) prava y =3x — 1ikruznica x*> +y?> —4x — 1 =0;

b) kruznice x> +y? —6x —2y+2=01i x> +y> —4x + 4y + 6 =0.
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Rezultat: a) 9 =7; b) o= 7.

10.26 1z tacke A(4,2) van kruznice konstruisane su tangente na kruznicu
x? +y* — 2x + 6y + 5 = 0. Odrediti:

a) povrsinu trougla ¢ija su temena data tacka A i dodirne tatke pomenu-
tih tangenata;

b) ugao pod kojim se data kruznica vidi iz tacke A.

Rezultat: a) P=3; b)g= arctg@.

10.4 Elipsa

Jednacina elipse glasi:
2 2
% %2 =1 i PP+ dPyR = a2

gde su a i b poluose elipse (a,b > 0). Ako je a > b, onda je a velika (fokalna)
poluosa, a b je mala poluosa elipse. U tom slucaju ZiZe pripadaju x-osi i
imaju koordinate F;(—c,0) i Fx(c,0), gde je ¢ = a® — b?. Za bilo koju tacku
M na elipsi vazi jednakost |F;M| + |, M| = 2a. Ekscentricitet elipse e = £
meri odstupanje elipse od kruZznice. Analogno prethodnom bi se razmotrio
slu¢aj kada je b > a.

Prava | :y = kx + n i elipsa & : f;—; + zé = 1 u ravni mogu da imaju dve
zajednicke tacke (seku se), jednu zajednicku tacku (dodiruju se tj. prava je
tangenta elipse) ili da nemaju zajedni¢kih tacaka. Broj zajedni¢kih tacaka
zavisi od broja realnih reSenja sistema koji ¢ine jednacina prave i jednacina
elipse. Uslov dodira prave i elipse glasi:

@’k + b* = n?.
Ako je T(xo,y0) tatka sa elipse & : z—; + Z—; =1, tada jednacina tangente na
datu elipsu kroz tacku T ima oblik

XX yoy_l
2t =t

Ugao preseka izmedu prave i elipse je ugao izmedu prave i tangente date elipse
u jednoj od tac¢aka preseka.
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Zadaci

10.27 Odrediti jednadinu elipse koja sadrzi tatke M(6,4) i N(—8,3).
Rezultat: % + % =1.

10.28 Odrediti ugao pod kojim se vidi elipsa 3x? + 1> = 48 iz tacke P(8,0).

7T

Rezultat: ¢ = 7.

10.29 Nadi tangente elipse 9x* + 16y*> = 144 normalne na pravoj p : x —
y+3=0.

Rezultat: x +y+5=0 i x+y—-5=0.

10.30 Kroz tatku A(—2,—1) postaviti tetivu elipse ¥ + 4y = 12, tako da
A bude srediste tetive.

Rezultat: x +2y +4=0.

10.31 Napisati jednacinu elipse koja dodiruje prave x +y —8 =01i x +
3y +16=0.

Rezultat: 3x% + 5y* = 120.

10.32 Napisati jednacine zajednickih tangenti krivih 9x% + 16y% = 144 i
16x2 + 9y? = 144.

Rezultat: Zajednicke tangentesux —y+5=0,x —y—-5=0,x+y+5=0,
x+y—5=0.

10.5 Hiperbola

Jednacina hiperbole je:

2 2
% — % =1 ili bx? — a?y? = a®P?,
gde je a realna poluosa, a b imaginarna poluosa. ZiZe pripadaju x-osi i imaju
koordinate F;(—c,0) i Fx(c,0), gde je c* = a* + b2. Za bilo koju tatku M na
hiperboli vazi jednakost ||F;M| — |F2M|| = 2a. Ekscentricitet hiperbole je
e = ¢. Jednacine asimptota hiperbole su: y = %x iy= —%x. Napomenimo
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da jednacina —;‘—; + Z—z = 1 takode predstavlja hiperbolu. U ovom slucaju
je b realna, dok je a imaginarna poluosa hiperbole, i analogno prethodnom
razmotrio bi se i ovaj slucaj.

Ako su date prava | : y = kx 4+ n i hiperbola H : Z—; — z—i =1 tada uslov
dodira izmedu njih glasi:

a?k? — v = n?.

Ako je T(xo,y0) tacka sa hiperbole H : ;‘—; - g—i =1, tada jednacina tangente
na datu hiperbolu kroz tacku T ima oblik

XoX ]/0]/_1
e

Zadaci

10.33 Izracunati rastojanje ziZa hiperbole % i 2721 =1 od njenih asimptota.
Rezultat: d = 8.

10.34 Odrediti jednacinu hiperbole ako je rastojanje izmedu njenih Ziza
jednako 10v/2, a jednatine njenih asmptota su y = £3x.

Rezultat: 9x? — 16y = 288.

10.35 Odrediti temena kvadrata upisanog u hiperbolu 25x% — 16y* = 400.

Rezultat: A(%,%),B(-%,%2),C(-%2,-%),D(3,-2).

10.36 Napisati jednacine tangenti hiperbole 17x? — 9y? = 153, koje sa pra-
vom p :2x —y + 3 =0 grade ugao ¢ = 7.

Rezultat: 3x +y +8=0i3x+y —8=0.

10.37 Na hiperboli 3x? — 4y? = 72 odrediti tatku A najblizu pravoj 3x +
2y + 1 = 0 i izra¢unati rastojanje izmedu te tacke i date prave.

Rezultat: Trazena tacka je A(—6,3), a traZeno rastojanje je d = v/13.
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10.6 Parabola

Parabola je skup tacaka koje su jednako udaljene od date prave (direktrise) i
date tacke (ZiZe), pri ¢emu ZiZa ne pripada direktrisi. Jednacina parabole je
v =2px,
pri ¢emu je jednacina direktrise x + § =0, a ZiZza F (§,0). U ovom slucaju

x-0sa je osa simetrije parabole.

Ako su date prava | : y = kx + n i parabola P : y> = 2px tada uslov dodira
izmedu njih glasi:

p = 2kn.
Ako je T(xo,y0) tatka sa parabole P : y?> = 2px, tada jednacina tangente na
datu parabolu kroz tacku T ima oblik yoy = p(x + xo).

Napomenimo da se analogno mozZe razmatrati i parabola x? = 2qy.

Zadaci

10.38 Odrediti jednacinu tangente parabole y?> = 12x koja je paralelna pra-
vojx —y+5=0.

Rezultat: y = x + 3.

10.39 Iz tacke S(—2,—2) konstruisane su tangente na parabolu y* = 16x.
Odrediti:

a) jednacine tangenti;

b) ugao pod kojim se vidi parabola iz tacke S;
¢) povrsinu trougla kog obrazuju tangente i prava koja prolazi kroz
dodirne tacke.
Rezultat: a) Jednacine tangentisu: 2x —y +2=0ix+y+4=0;
b) ¢ = arctg3; c) P =27.
10.40 U parabolu y? = 2x upisan je jednakostrani¢an trougao OAB gde je
O koordinatni pocetak. Odrediti tacke A i B.

Rezultat: A(6,—2\@), B(6,2\/§).
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10.41 Nadi zajednicke tangente parabola y? = x iy = x2.

Rezultat: 4x +4y +1=0.

10.7 Krive drugog reda

Kruznica, elipsa, hiperbola i parabola se nazivaju krive drugog reda. Opsti
oblik krivih drugog reda je:

Ax? +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey+ F=0, (A?+B*+C?#0).

Sledeci zadaci predstavljaju kombinaciju problema vezanih za pomenute
krive drugog reda.

Zadaci

10.42 Napisati jednacine zajednickih tangenti datih krivih:
a) x>+ y? — 4y — 28 = 01 9x2 + 16y = 576;
b) 25x2 +100y? =4ix*> -3y =1;
o) ¥2+y?=2iy* =8
Rezultat:
a) x—y+10=0ix+y—10=0;
b) 2x+3y+1=0,2x+3y—1=0,2x-3y+1=0,2x -3y —1=0;
) x+y+2=0ix—y+2=0

10.43 Pod kojim se uglom seku krive:

a) x> +y*—4x—6=0iy*=3x;
b) x? +y* =41i3x% + 4y*> = 13.
Rezultat: a) p=7; b)e= arctg%.

10.44 Kroz ziZe elipse 16x% + 25y? = 400 prolazi parabola ¢ije se teme pok-
lapa sa jednim temenom elipse. Odrediti jednac¢inu parabole.



68 10.7. Krive drugog reda

Rezultat: 4x> +9y —36=0 i 4x>—9y—36=0.

10.45 Odrediti skup sredista onih tetiva parabole y* = 12x koje su paralel-
ne pravoj 3x —4y +1=0.

Rezultat: y —8 =0.
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Progresije i binomna formula

11.1 Progresije

11.1.1 Aritmeticka progresija

Niz ay,as,...,a,,4,41,-..1li n-torka brojeva ay, as, . ..,a, naziva se aritmeticka
1 +

progresija ako je razlika izmedu svaka dva susedna ¢lana stalna tj. ako pos-

toji broj d takav da je:

ay — a1 =d, zasvako k=2,3,4,...,
odnosno

ap —ax_1=d, zasvako k=2,3,...,.n; neN.

Clan a; se naziva prvi ¢lan posmatrane progresije, dok ¢lan a; sa neodre-
denim indeksom k (k-ti ¢lan) se naziva opsti ¢lan ove progresije, a broj d se
naziva razlika (diferencija) posmatrane progresije.

Prvi ¢lan, razlika i opsti ¢lan aritmetic¢ke progresije povezani su formulom:

Elk:El1+(k—1)d, (k=1,2,3,...).

Zbir Sy prvih k (k=1,2,3,...) ¢lanova aritmeticke progresije je

5, = (Bt ak ‘;“k)k TR s (’;_ Dlk
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Za opéti ¢lan, takode, vazidaje ax = W, (k,m=1,2,3,...;m<k)
i za broj ay kazemo da je aritmeticka sredina brojeva ay, i ax_y.

Ako je r (r € IN) broj ¢lanova koji treba interpolirati izmedu dva data broja

a i b tako da ¢ine aritmeticku progresiju, tada vazi: d = %

Zadaci

11.1 Izra¢unatia; i d u aritmetickom nizu ako je: a, = 105, k = 16, Sy = 840.

Rezultat: a4 =0,d=7.

11.2 Izra¢unati ki Sk u aritmeti¢kom nizu akoje: a1 =4,d =5, ay = 49.
Rezultat: k =10, S19 = 265.

11.3 Cetvrti &lan aritmeticke progresije je 9, a deveti ¢lan je —6. Koliko
¢lanova ovog niza treba sabrati da bi se dobio zbir 54?

Rezultat: k1 =4ili kz =09.

11.4 Zbir prva Cetiri ¢lana aritmeticke progresije je 1, a zbir sledeca cetiri
je 25. Odrediti zbir prvih 37 ¢lanova te progresije.

Rezultat: S37 = 925.

11.5 Pri deljeju devetog i drugog ¢lana aritmeticke progresije dobija se ko-

licnik 5, a pri deljenju trinaestog ¢lana sa Sestim ¢lanom, iste progresije,
dobija se koli¢nik 2 i ostatak 5. Na¢i prvi ¢lan i razliku ove progresije.

Rezultat: a1 =3,d = 4.

11.6 Zbir prva tri ¢lana aritmetickog niza je 36, a zbir kvadrata prva tri
¢lana tog niza je 482. Odrediti taj niz.

Rezultat: 7,12,17,22,...ili17,12,2,-3,-8,...

11.7 Zbir prva Cetiri ¢lana aritmeti¢ckog niza je 26, a proizvod istih ¢lanova
je 880. Odrediti taj niz.

Rezultat: Postoje Cetiri niza koja zadovoljavaju uslove zadatka i to su:

1. 2,5,8,11,14,...
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2. 11,8,52,—-1,...

3 13—v1609 39—v1609 39++v1609 1341609
. 2 ’ 6 ’ 6 ’ 2 AR

4 134+v1609 39+4+v1609 39—v1609 13—+1609
: 2 4 6 6 ’ 2 [

11.8 Koliko ¢lanova treba umetnuti izmedu brojeva 0 i 12 da bi se dobio

aritmetcki niz ¢iji je zbir (zajedno sa tim brojevima) 1507

Rezultat: Potrebno je umetnuti 23 ¢lana.

11.9 Izmedu brojeva 1i 31 interpolirati onoliko brojeva koliko je potrebno
da bi zajedno sa brojevima 1 i 31 obrazovali aritmeticki niz i da je zbir
umetnutih brojeva bude cetiri puta veéi od zbira dva medu njima najveca
broja.

Rezultat: Potrebno je interpolirati 14 ¢lanova.

11.10 Uglovi trougla ¢ine aritmeticku progresiju. Izracunati ih ako zbir
njihovih sinusa iznosi 35/3.

Rezultat: Uglovi trougla su 30°, 60°, 90°.

11.11 Nacdi stranice trougla ako se zna da one obrazuju aritmeticku pro-
gresiju sa razlikom d = 4 i da je jedan ugao trougla 120°.

Rezultat: TraZene stranice trougla imaju duzinu a; = 6, a; = 10, a3 = 14.

11.1.2 Geometrijska progresija

Niz ay,a,...,a,,8,41,. .. ili n-torka brojeva ay,ay,...,a, naziva se geometrij-
ska progresija ako je koli¢nik svaka dva uzastopna ¢lana (pocevsi od drugog
¢lana) stalan, tj. ako postoji broj g takav da je

Ak

g=— (k=2,3,4,...),
r—1
odnosno p
q:a—" (k=2,3,...,n; neN).
k—1

Pri tome se a1 naziva provi ¢lan posmatrane progresije, ¢lan a; sa neodrede-
nim indeksom k (k-ti ¢lan) se naziva opsti clan te iste progresije, a broj g se
naziva kolicnik posmatrane progresije.
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Prvi ¢lan, koli¢nik i opsti ¢lan geometrijske progresije povezani su formu-
lom
ak:alqk’l (k=1,2,3,...).

Zbir Sy prvih k ¢lanova geometrijske progresije nalazi se po obrascu
1
5 = :) (gl <1 k=123,...),

1—
k_
5, :m;_l) (gl >1; k=1,23,...).

Ako je progresija beskona¢na i |q| < 1, zbir S svih njenih ¢lanova izratu-
nava se po obrascu
a1

Szl—q'

Ako je r (r € N) broj ¢lanova koji treba interpolirati izmedu dva data broja
a i b tako da ¢ine geometrisku progresiju, tada vazi:

_ rJr\lv/3
g="4/_.

Za opéti ¢lan, takode, vaZzi

A = /A ym - Uk—m (k,m=1,23,...; m<k).

i za broj ay kazemo da je geometrijska sredina brojeva ay, i ax_,.

Zadaci

11.12 Ako je za geometrijski niz poznato da je g =21 Sy = 625 izracunati
aiiar.

Rezultat: a; =5, ay = 320.
11.13 U geometrijskom nizu je ag — a4 = 216, a3 —a; =81 S, = 40. Izracu-
natiag, g, n

Rezultat: a1 =1,9=3,n=4.
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11.14 Nadi Cetiri broja koja ¢ine geometrijsku progresiju kod kojih je zbir
prvog i ¢etvrtog ¢lana jednak —49, a zbir drugog i tre¢eg ¢lana jednak 14.
Rezultat: —56, 28, —14, 7 ili 7, —14, 28, —56.

11.15 U geometrijskoj progresiji srednji ¢lan je jednak 12. Zbir prvog i
poslednjeg ¢lana je 51, a zbir svih ¢lanova iznosi 93. Koliko ¢lanova ima
progresija?

Rezultat: 3, 6, 12, 24, 48 ili 48, 24, 12, 6, 3.

11.16 Tri broja ¢iji je zbir 26, obrazuju geometrijski niz. Ako se tim bro-
jevima dodaju tim redom 1, 6 i 3, dobijaju se tri broja koja obrazuju arit-
meticki niz. Naci te brojeve.

Rezultat: 2,6118 ili 18,6,2.

11.17 Cetiri broja &ine aritmeticki niz. Ako se od svakog broja tim redom
oduzme 2, 7, 9 i 5, dobijeni brojevi obrazuju geometrijski niz. Odrediti te
brojeve.

Rezultat: 5, 13, 21, 29.

11.18 Tri broja c¢iji je zbir 93, ¢ine geometrijski niz. Isti brojevi se mogu
uzeti za prvi, drugi i sedmi ¢lan aritmetickog niza. Naci te brojeve.

Rezultat: 3,15i75 ili 31,31i31.
11.19 Nadi Cetiri broja, od kojih prva tri ¢ine geometrijski, a poslednja tri

aritmeticki niz i ako je zbir prvog i cetvrtog broja 14, a drugog i tre¢eg broja
12.

Rezultat: 2,4,8,12 ili %, %,

NI

NI\o
~

11.20 Izmedu brojeva 4 i 1024 umetnuti tri broja tako da svi zajedno ¢ine
geometrijski niz.

Rezultat: 16, 64, 256.

11.21 Nadi zbir B, 1 =1+ 2x +3x% +4x> + -+ + (n + 1)x".

n+1__ 1 n+1
Rezultat: Bn+1 = _J(fol); + (n“;ZJ{ .

11.22 Zbir beskona¢ne geometrijsku progresije sa koli¢nikom g (|g] < 1)
iznosi 16, a zbir kvadrata te iste progresije je 153,6. Nac Cetvrti ¢lan i
koli¢nik te progresije.

Rezultat: a4 = 13—6.
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11.2 Binomna formula

Stepenovanje binoma a + b, gde su 4, b proizvoljni brojevi dovodi do bi-
nomne formule, koja za proizvoljnu vrednost prirodnog broja n glasi:

n_ (1Y « ny n-1 N\ n—2,2 N n—kyk n\in
(a+b)—<0>a +<1>a b+<2>a b°+ +<k>a b+ +(n>b

ili u skraéenom obliku

(a+b)" = Z <Z> "Bk,

k=0

Ako se umesto b stavi —b dobijamo

(a—b)" = Zn;(—nk(’;) "k,

k=0

(n) r n(n—1)---(n—k+1) i (n) d:ef 1.

Podsecamo daje (; -

Zadaci

11.23 Pomod¢u binomne formule izracunati:

a) (a—2b)% b) (2+1)%; o (2-i)°.
Rezultat: a) a® — 10a*b + 40a°b> — 80a%b> + 80ab* — 32b°;
b) —177 + 44i; c) —177 — 44i.

X 6 .
11.24 Odrediti x uizrazu (2\/ 2714 %) ako je treci ¢lan razvoja 240.
Rezultat: x =2.
n
11.25 U razvoju binoma (xx4/ x3 + i—f) binomni koeficijenti petog i dese-
tog ¢lana su jednaki. Odrediti onaj ¢lan razvoja koji ne sadrzZi x.

Rezultat: k =7, paje trazeni ¢lan () = 1716.

11.26 Nadi peti ¢lan razvoja binoma ( Vx+ %) " ako je odnos koeficije-

nata treceg i drugog ¢lana jednak 2.
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Rezultat: Peti ¢lan razvoja binoma jednak je 70.

11.27

12
a) Nadi sve racionalne ¢lanove u razvoju binoma (% + \3/§) ,gdeje x

racionalni broj.
124
b) Koliko ima racionalnih ¢lanova binoma (\@ + %) ?
Rezultat:

a) Racionalni ¢lanovi razvoja su x°, (162)x_1, x2.
b) Racionalnih sabiraka u binomnom razvoju ima 32.

11.28 Nadi koeficijent uz x* uizrazu (1 + x)* + (1+x)° +--- + (1 + x) .
Rezultat: Koeficijent uz x* je (') = 4368.
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Planimetrija

Trougao:
Povrs$ina trougla:

a) P= %ah,Z = %bhb = %chc, gde su a4, b, c stranice trougla, a h,, hy, h.
odgovarajuce visine;

b) P = labsiny = JacsinB = Jbcsina, gde su a, B, y unutragnji uglovi,
a a, b, c naspramne stranice, respektivno;

c) Heronov obrazac: P = /s(s —a)(s — b)(s — ¢), gde je s =

7

a+b+c.
2

d) P =r-s, gdejer poluprecnik upisanog kruga;
e) P =2 gdeje R polupretnik opisanog kruga;

Obim trougla: O =a+b +c.

Specijalno, za pravougli trougao vazi Pitagorina teorema c* = a* + b2. Povrsina

pravouglog trougla je P = 1ab = jch,, gde su a i b katete, a ¢ hipotenuza.
Polupre¢nik opisanog kruga je R = 5 = t., gde je t. teZiSna duZ koja polazi
iz temena pravog ugla, a visina nad hipotenuzom h? = p - g, pri éemu su p
i q projekcije kateta na hipotenuzu.

. gy v 2 .
Za jednakostrani¢ni trougao povr$ina je P = ¢ f, visina h = #, a za polu-
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precnike R i r opisanog i upisanog kruga vazi R=2-r = %h = “Tﬁ Obim
jednakostrani¢nog trouglaje O =3 - a.

Paralelogram: Povr$ina paralelograma rac¢una se po formuli P = ah, = bhy,
gde su a i b stranice paralelograma, a h, i h, odgovarajuce visine ili P =
absina, gde je « ugao zahvaden stranicama a i b. Obim paralelograma je
O=2(a+Db).

Kvadrat: Povrsina kvadrata je P = a%, obim O = 44, dijagonala kvadrata

jed= av2, a poluprecnici upisanog i opisanog kruga su, redom, r = 7 i
d

R — z.

Pravougaonik: Povrsina pravougaonika je P =a - b, obim O = 2(a + 1), di-

N . _ 2 2 v . . - 4

jagonala je d = v/a* + b*, poluprecnik opisanog kruga R = 5.

Romb: PovrSina rombaje P=a-h = %, gde su d; i d dijagonale romba.

Obim romba je O = 4a. Polupre¢nik upisanog kruga je r = %, a duZina

2 2
stranice moZe se izracunati prema formuli 4> = (%) + (%) :

Trapez: PovrSina trapeza je P = ”zibh, gde su a i b osnovice, a h visina
trapeza. Srednja linija trapeza je m = “2. Obimje O =a + b+ c +d, gde
su c i d kraci trapeza.

didy

Deltoid: Povrsina deltoida je P = =52, gde su d; i d» dijagonale deltoida.

Tetivni cetvorougao: Potreban i dovoljan uslov da oko ¢etvorougla moZze da
se opiSe kruZnica jeste da njegovi suprotni uglovi budu suplementni tj.
a + = B+ 6 = 180°. Povrsina tetivnog cetvorougla je
P=/(s—a)(s—b)(s—c)(s — d), gdeje s = Ltbfetd,

Tangentni cetvorougao: Potreban i dovoljan uslov da u ¢etvorougao moZe da
se upiSe kruZnica jeste da zbirovi njegovih suprotnih stranica budu jednaki
tj. |AB| + |CD| = |BC| + |DA|. Povrsina tangentnog ¢etvorouglaje P=r-s,
gdejes = W, a r polupre¢nik upisanog kruga.

Pravilan Sestougao: PovrSina pravilnog Sestougla je P = 6”2{5, obim O =
6 - a, veta dijagonala je D = 2 - 4, manja dijagonala d = a+v/3, a poluprec¢nici

opisanog i uisanog kruga, redom, su R =air = “T‘/E
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Krug: Obima kruga polupreénika r je O = 2r7, a povrsina P = r?7t. DuZina

kruznog luka sa centralnim uglom « je [ = {g. Povrsina kruZnog isecka

. . 2 . o y x
sa centralnim uglom & je P; = 2750 = %l Povrsina kruznog odsecka sa cen-

tralnim uglom « je P, = P; — Jr?sina. Periferijski ugao u krugu jednak je

polovini centralnog ugla nad istim lukom.

Zbir unutrasnjih uglova n-tougla je S, = (n — 2) 7, a broj dijagonala je D,, =
n(n—3)

Zadaci

12.1 Izracunati obim i povrsinu pravouglog trougla ako je teZisna duz
koja odgovara hipotenuzi ¢t = 5cm, a sa hipotenuzom zaklapa ugao od
60°.

Rezultat: O =5(1/3 +3)cmiP = Z—SZLgcmZ.

12.2 Izra¢unati obim i povrsinu pravougaonika ABCD ¢ija je dijagonala
AC =6cmiugao <ACB = 60°.

Rezultat: O =6(v/3+1)cmiP = 9v/3cm?.

12.3 Stranica romba je 8cm, a oStar ugao 60°. Izracunati obe dijagonale i
povrsinu tog romba.

Rezultat: d; = 8cm, dp = 8v/3cm i P =32v/3cm?.

12.4 Ugao pri vrhu jednakokrakog trougla ABC (AC = BC) je 30°, a krak
10cm. Izracunati povrsinu tog trougla.

Rezultat: P =25 cm?.

12.5 Pravilni Sestougao i pravilni trougao imaju iste obime koji iznose
18cm. Koji je odnos povrsina tog Sestougla i tog trougla?

Rezultat: 3:2.

12.6 Povrsina kvadrata jednaka je povrsini pravouglog trougla kateta p =
8cm i g = 9cm. Izrac¢unati obim tog kvadrata.

Rezultat: O =24 cm.
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12.7 Koliko stranica i dijagonala ima mnogougao ¢iji je svaki spoljasnji
ugao 40°.

Rezultat: n =91 Dy = 27.

12.8 U romb osnovice 8cm i visine 4cm upisan je krug. Za koliko je
obim romba veéi od obima kruga? Za koliko je povrsina kruga manja od
povrsine romba? (71 ~ 3,14)

Rezultat: 19,44cm i 19,44 cm?2.

12.9 Koliku povrsinu opisuje konac klatna duZine 1,2 m ako pri kretanju
njegov vrh opisuje luk duzine 30 cm.

Rezultat: 0,18cm?.

12.10 Izra¢unati povrsinu jednakokrakog trougla osnovice 30cm i polu-
precnika upisane kruznice r = 10cm.

Rezultat: P = 540cm?.

12.11 Izra¢unati povrsinu jednakokrakog trougla, ako je visina koja odgo-
vara osnovici 20cm, a visina kraka 24 cm.

Rezultat: P = 300cm?.

12.12 U trouglu upisan je krug polupre¢nika r = 4cm. Jedna stranica
dodirnom tackom podeljena je na odsecke duZine 6cm i 8cm. Izra¢unati
druge dve stranice i povrsinu trougla.

Rezultat: TraZene stranice su 13cm i 15c¢m, a povr$ina P = 84cm?.

12.13 Stranice trougla su 13em, 14cm i 15cm. Prava paralelna najvecoj
stranici trougla odseca trapez obima 39 cm. Izracunati povrsinu trapeza.

Rezultat: P =78,75cm?.

12.14 Izracunati povrSinu i katete pravouglog trougla u kome dodirna
tacka upisane kruznice na hipotenuzi deli hipotenuzu na odse¢ke od 3cm
i10cm.

Rezultat: Katete su5cmi12cm, a povrsina P = 30 cm?.

12.15 Povrdina romba je 1dm?, a oStar ugao 30°. Izratunati dijagonale
romba.

Rezultat: d; = 10(\@ +1)dm, d, = 10(\/§ —1)dm.
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12.16 Trapez osnovica 20cm i 12cm i visine 8 cm razloZiti na dva dela jed-
nake povrsine pravom koja je paralelna sa osnovicama. Koliko je ova prava
udaljena od vece osnovice?

Rezultat: Trazeno rastojanje je 4(5 — v/17) cm.

12.17 Oko trougla sa stranicama 13cm, 14cm i 15cm je opisan krug k.
Izrac¢unati deo povrsine kruga k, koji ostaje kada se iz njega izreze upisani
krug datog trougla.
Rezultat: P = %chmz.

12.18 Tacke M i N su sredista dveju naspramnih stranica kvadrata. Koliki
deo povrsine kvadrata lezi u krugu polupreénika MN (Uzeti da je /3 ~
1,73, m = 3,14)

Rezultat: 95,6.

12.19 Teme A jednakostrani¢nog trougla ABC je centar kruga koji dodiru-
je stranicu BC. Koliki procenat povrsine trougla ostaje van trougla?

Rezultat: 7.

12.20 Stranice trougla ABC su AB = 78cm, BC = 50cm i AC = 80cm.
Tacka M je srediste stranice AB i duz CN je visina. Izracunati povrsinu
kruga opisanog oko trougla CMN.

Rezultat: P = %ncmz.

12.21 U kruzni odsecak, koji odgovara centralnom uglu « = 120°, upisan
je kvadrat. Odrediti povrsinu kvadrata, ako je polupre¢nik kruga r = (2 +

\/E) cm.

Rezultat: P = 9cm?.
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Glava 13

Stereometrija

Prizma: PovrSina prizme jednaka je zbiru povrsina dveju osnova i omo-
taca, tj. P = 2B + M. Zapremina prizme jednaka je proizvodu povrsine
osnove i visine, tj. V = B - H. Prizma ¢ije su osnove paralelogrami naziva
se paralelopiped. Prava prizma ¢&ije su osnove pravougaonici naziva se pravo-
ugli paralelopiped ili kvadar, a ako su pritom i sve ivice jednake, onda je kocka
ili pravilan heksaedar. Povrsina kvadra ¢ije su ivice a,b,c je P = 2(ab + bc +
ca) , njegova zapremina je V = abc, a dijagonala kvadra D = v/a? + b? + 2.
Povrsina kocke stranice 4 je P = 6a%, zapreminaje V = 43, dok je dijagonala
kocke D = a+/3.

Piramida: Povr$ina piramide jednaka je zbiru povrsina osnove i omotaca,
ti. P = B+ M. Zapremina piramide je V = £, gde je H visina piramide.
Tetraedar je kraéi naziv za trostranu piramidu, a pravilan tetraedar je tetraed-
ar ogranicen sa Cetiri jednakostrani¢na trougla.

Zarubljena piramida: Povr$ina zarubljene piramide je P = By + By + M, pri
¢emu su B; i By povrSine osnova, a M povrsina omotaca zarubljene pi-
ramide. Zapremina zarubljene piramide je V = (B + B, + /B1B2), gde
je H visina zarubljene piramide.

Prav valjak: Povr$ina osnove valjka je B = r?7t, gde je r polupre¢nik osnove.
Povrsina omotaca valjka je M = 2rrtH, gde je H visina. Povr$ina valjka
je P =2B+ M = 2rni(r + H), a njegova zapremina je V = B - H = r*7tH.
Valjak je jednakostranican ako je H = 2r.
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Prava kupa: Povr$ina osnove kupe je B = r?7t, gde je r polupre¢nik osnove
kupe, a povrsina omotaca je M = r7s, gde je s izvodnica kupe. Povrsina

. L : 2 .
kupe je P =B+ M = rni(r +s), a zapremina je V = 8 = 778 ode je H
visina kupe. Kupa je jednakostrani¢na ako je s = 2r.

Prava zarubljena kupa: PovrSina omotaca zarubljene kupe je M = 7ts(r + R),
gde je s izvodnica, a r i R poluprecnici osnova. Povrsina zarubljene kupe
je P=B;+ By + M= m(R>+7r*+s(R+r)), a njena zapremina je V =
%(B1 + B+ /Bi1By) = %(R2 + 72+ Rr), gde je H visina zarubljene kupe.

Lopta i delovi lopte: Povrsina lopte polupre¢nika r je P = 47?71, a njena za-
premina je V = %1’3 rt. Ako loptu preseca proizvoljna ravan, deo lopte sa
jedne strane ravni naziva se loptin odsecak, a deo sferne povrsi koji mu pri-
pada naziva se joS i kapica ili kalota. Povr$ina kalote (kapice) je P, = 2r7th,
gde je h visina kalote, a zapremina loptinog odsecka je V, = %nhz(?)r —h).
Ako se lopta presece dvema paralelnim ravnima, deo lopte izmedu ravni
naziva se loptin sloj, a odgovarajuéi deo sferne povrsi loptin pojas. Ako je h
visina sloja, a r1 i 7 poluprecnici prese¢nih krugova, povrsina pojasa iznosi
P, = 2rmth, zapremina loptinog sloja V; = £7th(3r3 + 313 + h?).

Zadaci

13.1 Osnova prave trostrane prizme je pravougli trougao ¢ija je kateta
12cm i hipotenuza 13cm. Ako je visina prizme dvostruko veca od duzine
druge katete, izracunati zapreminu te prizme.

Rezultat: V = 300cm3.

13.2 Ivice kvadra su tri uzasopna prirodna broja. Odrediti povrsinu tog
kvadra ako je njegov dijagonalni presek kvadrat.

Rezultat: 94.

13.3 Povrsina dijagonalnog preseka kocke je 36v/2cm?. Izradunati zapre-
minu te kocke.

Rezultat: 216cm°.

13.4 Dijagonala kvadra duZine 101/3cm zaklapa sa ravni osnove ugao od
60°. Izra¢unati zapreminu tog kvadra ako je jedna osnovna ivica 5cm.
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Rezultat: 3751/2cm?.

13.5 Dimenzije kvadra su tri uzastopna prirodna broja. Izracunati nje-
govu povrsinu i zapreninu, ako je zbir svih njegovih ivica 72cm.

Rezultat: P =214cm?i V = 210cm?.

13.6 Zapremina pravilne etvorostrane prizme je 2592cm?. Izracunati po-
vrsinu te prizme ako je odnos duZzina osnovne ivice i visine prizme 2:3.

Rezultat: 1152cm?.

13.7 Osnova prave prizme je paralelogram cije su stranice a =9cmib =
10cm, a jedna dijagonala je d; = 17cm. Izrac¢unati zapreminu te prizme
ako je njena povr$ina P = 334 cm?.

Rezultat: V =360cm3.

13.8 Baza prave prizme je jednakokraki trougao ¢iji krak ima duZzinu 5,
visina prizme iznosi 10, a zapremina 120. Izracunati osnovicu a baze i
povrsinu prizme.

Rezultat: 1 =8iP=204ilia=6iP = 184.

13.9 Povrsina prave trostrane prizme jednaka je 1440cm?, a njena visina
je 16cm. Izracunati osnovne ivice prizme ako se one odnose kao 17: 10 : 9.

Rezultat: 4 =34cm, b =20cm, ¢ = 18cm.

13.10 Osnovne ivice pravog paralelepipeda su 10cm i 17 cm, veca dijago-
nala osnove iznosi 21.cm, a veéa dijagonala paralelopipeda je 29 cm. Izrac¢u-
nati povrsinu paralelopipeda.

Rezultat: P = 1416cm?.

13.11 Osnova pravog paralelepipeda je paralelogram sa stranicama a =
3cmib =8cmiuglom izmedu njih y = 30°. Odrediti povrsinu i zapreminu
paralelepipeda ako je povrsina njegovog omotaca M = 220cm?.

Rezultat: P =244cm?, V = 120cm?.
13.12 Povrs$ina veceg dijagonalnog preseka pravilne Sestostrane prizme

iznosi 24cm?, a obim 22cm. Izratunati povrsinu i zapreminu date Sestos-
trane prizme.
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Rezultat: P =8(9 + \@) cm? iV = 72/3cm?
ili P=9(8 +3v3)cm?i V = 27y/3cm°.

13.13 Osnova prizme je trapez ¢ije su osnovice 24cm i 10cm, a kraci 13cm
i 15cm. Izra¢unati povrsinu izapreminu prizme ako je njena visina jednaka
visini trapeza.

Rezultat: P = 1152cm?, V = 2448 cm?.

13.14 Izracunati povrSinu pravilne ¢etvorostrane jednakoivi¢ne piramide,
ako je povrsina omotaca 36+/3cm?.

Rezultat: 36(1 + v/3) cm?.

13.15 Izra¢unati zapreminu pravilne Sestostrane piramide ako je osnovna
ivica 6¢cm, a povrina jedne bo¢ne strane 18 cm?.

Rezultat: V = 54\/5 amd.

13.16 Nad svakom stranicom jednakostrani¢nog trougla duZine a, kon-
struisani su jednakokraki trouglovi dva puta vece povrsine od povrsine
tog trougla i tako je dobijena mreZa pravilne trostrane piramide. Odrediti
povrsinu te piramide u funkciji od a.

Rezultat: P = #.

13.17 Omotac pravilne trostrane piramide, ¢ija bo¢na ivica ima duzinu 1,
¢ine jednakokrako-pravougli trouglovi. Izra¢unati zapreminu piramide.

Rezultat: V = %.

13.18 Osnova piramide je trougao Cije su stranice 13cm, 14cm i 15cm.
Bocna ivica naspram srednje po veli¢ini osnovne ivice normalna je na ra-
van osnove i jednaka je 16 cm. Izrac¢unati povrsinu i zapreminu piramide.

Rezultat: P = 448cm?, V = 448cm3.

13.19 Visina pravilne ¢etvorostrane zarubljene piramide iznosi 3cm, za-
premina 38cm3, a povrSine osnova se odnose kao 4 : 9. Izratuna povr§inu
omotaca zarubljene piramide.

Rezultat: M = 10v/19cm?2.

13.20 Dijagonalni presek pravilne cetvorostrane zarubljene piramide je
132cm?, boéna ivica je s =13cm, a visina H = 12cm. Izracunati zapreminu
zarubljene piramide.
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Rezultat: V = 776cm®.

13.21 Kocka dijagonale duZine 10v/3cm upisana je u valjak. Izratunati
zapreminu tog valjka.

Rezultat: V = 5007t cm?.

13.22 Koliko vode ima u cisterni oblika pravog valjka, pre¢nika 3,6 m i
visine 14 m ispunjene vodom do tre¢ine visine. (71 ~ %)

Rezultat: 47,52 m3.

13.23 Dijagonala osnog preseka valjka obrazuje sa osnovom ugao od 30°.
Ako je ta dijagonala 12 cm, izracunati povrsinu i zapreminu tog valjka.

Rezultat: P = 18v/3m(v/3 +2)em?i V = 16271 cm®.

13.24 Osni presek prave kupe je jednakokraki pravougli trougao, ¢ija je
hipotenuza duzine 8+/2cm. Izratunati zapreminu te kupe.

Rezultat: V = %ﬁ cmS.

13.25 Kruzni isecak poluprecnika 6 cm kome odgovara centralni ugao od
180° savijen je u omota¢ prave kupe. Izrac¢unati povrsinu te kupe.

Rezultat: P = 27w cm?.

13.26 Ako se omota¢ kupe razvije u ravan dobija se kruzni ise¢ak polu-
pre¢nika 15cm, sa centralnim uglom od 120°. Izra¢unati zapreminu kupe.

Rezultat: V = 250%5 cmS.

13.27 Omota¢ kupe ima povrsinu 2407t cm?. Izracunati zapreminu kupe,
ako se poluprec¢nik osnove i visina odnose kao 3 : 4.

Rezultat: V = 7687cm?.

13.28 Trougao sa stranicama 10dm, 17 dm, 21 dm rotira oko najvece stran-
ice. Izrac¢unati povrsinu i zapreminu dobijenog tela.

Rezultat: P = 2167tdm?, V = 4487rdm°.

13.29 Polupre¢nici osnova prave zarubljene kupe i njena izvodnica odno-
se se kao 1:4:5, a visina zarubljene kupe je 8cm. Izratunati povrsinu
omotaca zarubljene kupe.
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Rezultat: M = 1007tcm?.

13.30 Data je povrsina zarubljene kupe P = 2167tdm?. Razlika polupre-
¢nika osnova je 5dm i izvodnica je 13dm. Odrediti zapreminu zarubljene
kupe.

Rezultat: V = 38877dm?>.

13.31 Pravilan $estougao povrsine 24/3cm? obée se oko jedne stranice.
Izracunati zapreminu dobijenog tela.

Rezultat: V = 2887cm?.

13.32 Ako je zapremina polulopte 187rcm®

Rezultat: P = 27wcm?.

, izratunati njenu povrsinu.

13.33 Kvadrat i u njemu upisani krug rotiraju oko simetrale stranice kvad-
rata. U kojoj razmeri se nalaze zapremine tako dobijenih tela?

Rezultat: 2:3.

13.34 Dve paralelne ravni, na medusobnom rastojanju od 3dm, seku lop-
tu, obe sa iste strane centra, tako da su poluprec¢nici prese¢nih krugova
9cm i 12cm. Izracunati poluprecnik lopte.

Rezultat: r = 15cm.
13.35 Izracunati povrsinu loptinog pojasa, ako je poluprecnik lopte r =

65cm, a poluprecnici krugova koji ograni¢avaju loptin pojas iznose r| =
63cmiry, = 60cm.

Rezultat: P, = 11707rcm? ili P, = 53307t cm?.
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